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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА 

Эта книга является кратким справочником по теории специаль- 
ных функций, чаще всего встречающихся при решении задач мате- 
матической физики — гипергеометрической функции, функций и много- 
членов Лежандра, различных ортогональных многочленов (Чебышева, 
Лагерра, Эрмита), цилиндрических функций и функций Матье. 
Кроме того, она содержит изложение общих понятий теории орто- 
гональных функций. Так как теория специальных функций необъятна, 
то главной трудностью при написании книги был, несомненно, отбор 
приводимых в ней формул. Нам кажется, что авторы удачно спра- 
вились с этой задачей, отобрав формулы, чаще всего встречаю- 
щиеся при решении конкретных вопросов. При сравнительно не- 
большом объеме книга содержит почти все необходимое для ин- 
женера или физика по специальным функциям. Если читателю по- 
требуются более полные сведения о специальных функциях, то 
рекомендуем обратиться к книге: И. С. Гр а д ш т е й н и 
И. М. Рыжик, Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений, 
изд. 4. Физматгиз, 1962, или к трехтомному изданию «Ні§Ьег Тгапз- 
сепсіепіаі Рипсііопз», изд. МС Ога\ѵ НіІІе. 

При переводе книги были проверены формулы и исправлены 
(к сожалению, многочисленные) ошибки оригинала. Кроме того, 
существенно пополнены библиография и список таблиц специаль- 
ных функций. 


Н. Виленкин 




ПРЕДИСЛОВИЕ 

Интегрирование линейных дифференциальных уравнений в част- 
ных производных (чаще всего второго порядка) занимает централь- 
ное место в математической физике XIX века. Наиболее важными 
примерами вопросов, приводящих к таким уравнениям, являются 
ньютоновский потенциал, распространение тепла в твердых телах, 
безвихревое движение идеальной жидкости, распространение волн 
в упругих средах, колебания струн, мембран и пластинок, распро- 
странение электромагнитных колебаний. 

Под влиянием Коши была создана общая теория таких урав- 
нений, основанная на теоремах существования и единственности. 
В этой теории решения давались в виде степенных рядов, коэф- 
фициенты которых могут быть вычислены по рекуррентным фор- 
мулам, исходя из начальных условий и граничных значений. Но уже 
с самого начала, часто еще до установления общих теорем, о^ово- 
положники математической физики заметили, что во многих случаях 
свойства искомых решений легче установить, пользуясь вместо 
разложений в степенные ряды разложениями по некоторым специ- 
альным функциям. 

Классическим примером применения этих методов является 
решение уравнения Лапласа 

д 2 и , д 2 и . д 2 и _ . 

+ Іу 2 + ~ ’ 

лежащего в основе теории ньютоновского и электростатического 
потенциалов. 

Чтобы изучить притяжение сфероида, естественно ввести сфе- 
рические координаты (г, Ѳ, ер) точки ( х , у, г ) 

X = Г ЗІП Ѳ С 08 ер, у = Г 5ІП Ѳ 8ІП Ср, 2 = С08 О 

и искать решения уравнения Лапласа, разлагающиеся в произведе- 
ние трех функций, каждая из которых зависит лишь от одной коор- 
динаты 

и = /? (г) Ѳ (Ѳ) Ф (<р). 

При этом получаются решения вида 

и т, п = Г-^Р т п (С08 Ѳ) С08 «ер, 
ѵ т, п — /• _(Л+1) Р™ (СОЗ Ѳ) 8ІП /пер 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


(/л, п целые неотрицательные числа), в которые входят специаль- 
ные функции Я” ( С08 **)• Потенциал заданной притягивающей массы 
изображается в виде ряда по специальным решениям и т „ ѵ 
(ряда Лапласа). ' т,п 

По мере того как решение аналогичных задач приводило ко все 
новым и новым специальным функциям, литература, посвіщенная 
этим функциям, стала быстро увеличиваться и сейчас является не- 
обозримой. Быстро возрастает и число формул (рекуррентных соот- 
ношений, интегральных представлений, разложений в ряды и т. д ), 
доказанных для каждого класса специальных функций. Следует от- 
метить, однако, что далеко не все полученные в этой области 
результаты представляют одинаковый интерес; одной из самых 
трудных задач является выяснение вопроса, какие результаты имеют 
общее математическое значение, а какие интересны лишь коллек- 
ционерам математических безделушек. Разумеется, не могло быть 
и речи о том, чтобы дать в этой книге исчерпывающее описание 
всех функций, встречающихся в математической физике, с полным 
перечислением всех свойств, которыми они обладают, всех отно- 
сящихся к ним формул. 

Мы сделали выбор, ограничившись лишь функциями, которые 
показались нам наиболее важными (разумеется, этот выбор был 
более или менее субъективен). Для каждой из этих функций мы 
указывали наиболее важные свойства, дающие как бы панораму 
известных свойств. Библиография также отнюдь не претендует на 
полноту (заметим, что например, библиография в некоторых трак- 
тата»' по бесселевым функциям занимает несколько десятков стра- 
ниц), мы хотели лишь указать читателю, которому понадобились 
бы более подробные сведения о тех или иных функциях, наиболее 
полные и легко доступные руководства. 

Параграфам, посвященным различным видам специальных функ- 
ций, предшествуют четыре параграфа, имеющих целью дать руко- 
водящую нить, с помощью которой читатель сможет преодолеть 
густой лес частных результатов. Первые два параграфа посвящены 
общей теории гипергеометрических функций, поскольку почти все 
функции, встречающиеся в задачах математической физики, являются 
частными случаями гипергеометрических функций. Следующие два 
параграфа содержат теорию ортогональных функций, позволяющую 
унифицировать результаты о разложениях по многочленам Лежандра, 
Эрмита и т. д. Развитие теории ортогональных функций тесно свя- 
зано с теорией линейных интегральных уравнений. 

В конце книги приведена глава, дающая краткое описание 
опубликованных таблиц специальных функций. 


I. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Обозначения. Обозначим через (С 0 ), (Сц), и области 

на плоскости (X) комплексного переменного х = Ре (х) + і Іш (х), 
задаваемые неравенствами |л:| < 1, | л; | > 1, \ х— 1 | < 1,\х — 1 | > 1, 

а через (Д 0 ) и (Я,) — полуплоскости Ке(х) < Ке(л) > 

Области, которые получаются из (X) с помощью разрезов вдоль 
некоторых отрезков вещественной оси, обозначаются следующим 
образом: 

Разрез (1, оо); ( — оо, 0); ( — со, 0) и (1, оо); (0, оо); (0, 1); ( — со, 1), 
Область (X,); (Х 2 ); (X,); (Х 4 ); (Х 5 ) (Х 6 ) 


Для целых неотрицательных значений п положим 

Г (« + п) 


(а, п) = 


Г («) 


откуда 

(я, 0) =3 1, 

(я, п) = я (я + 1) . , . (я 4- п — 1), П > 0. 


В частности, 

(1, п) — 1 • 2 . . . п = п\ 

н 


( а »^) / і\л а ( а , т\ П /^а 

(1, л) ' ’ 1-2... п ’ »• 

История. Весьма частный случай гипергеометрического ряда 
встречается у Уоллиса (1655). В общем виде этот ряд был изучен 
Эйлером (1769, 1778), который открыл многие его фундаментальные 
свойства. В частности, он нашел представление этого ряда с помо- 
щью определенного интеграла и дифференциальные уравнения, ко- 
торым он удовлетворяет. Но только Гаусс (1813) дал строгую теорию 
этих рядов и нашел их область сходимости. Он ввел ставшее клас- 
сическим обозначение Я (я, р; х), нашел линейные зависимости 
между смежными функциями и систематически интегрировал диф- 
ференциальные уравнения с помощью рядов Р. 

Е. Куммер (1832), примениввіий впервые прилагательное «гипер- 
геометрический» к гауссовским рядам, выразил 24 частных решения 
гипергеометрического уравнения с помощью рядов Р. В глубоком 
мемуаре он изучил рациональные и алгебраические преобразования 
гипергеометрического ряда и нашел много примеров таких преоб- 
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I. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


разований. Он показал, что разыскание таких преобразований свя- 
зано с решением некоторого уравнения третьего порядка. 

Риман (1856) установил современную точку зрения на гипер- 
геометрический ряд. Он уточнил понятие гипергеометрической 
функции и рассмотрел, как изменяются ее ветви, когда х обходит 
три особые точки 0 , 1 и оо, а также изучил строение группы, 
связанной с гипергеометрическим уравнением. Обращая задачу, он 
показал, что задание особых точек и преобразования ветвей при 
обходе вокруг каждой из этих точек определяет функцию. 

Шварц (1871) открыл новый подход, показав, что отношение 
5 (х) двух решений гипергеометрического уравнения (которое удо- 
влетворяет уравнению третьего порядка) задает конформное отобра- 
жение полуплоскости на треугольник, образованный дугами окруж- 
ностей. Он нашел все случаи, когда гипергеометрическая функция 
является рациональной или алгебраической функцией от х. Изуче- 
ние обратной функции х ( 5 ) связано с открытием А. Пуанкаре (1881) 
фуксовых функций. 

Гипергеометрический ряд определяемый равенством 


ОО 



зависит от четырех величин а, (3, 7 , х, которые Гаусс назвал соот- 
ветственно 1-м, 2-м, 3-м и 4-м элементами; этот ряд является 
целым рядом по х, рядом многочленов от и и р, рядом факульте- 
тов *) по 7 . 

Элементы і и Р играют, очевидно, симметричную роль. Коэф- 
фициент а п при х п принимает конечное ненулевое значение, за 
исключением следующих случаев. 

1. Если 7 — нуль или целое отрицательное число, то начиная 
с некоторого места, а п принимает бесконечное значение. 

2. Если как 7 , так и а (или (3) — нули или целые отрицательные 
числа, то, начиная с некоторого места, а п является неопределен- 


0 


ностью вида 

3. Если а (или Р) — нуль или целое отрицательное число, то, 
начиная с некоторого места, а п равно нулю; ряды сводятся к много- 
членам по х степени | а \ (или | р |). 

При любых комплексных числах а, р, 7 , (за исключением ука- 
занных выше случаев) гипергеометрический ряд сходится в круге (С 0 ); 
на границе этого круга ряд является 

1) абсолютно сходящимся, если Ке ( 7 — а — Р) > 0; 

2 ) условно сходящимся, кроме точки х = 1 , если 


— 1 < Ке (7 — а — Р) < 0; 


*) Рядом факультетов называют ряд следующего вида: 

оо 



(Прим, перев.) 


I. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

3) расходящимся, если Ке (7 — а — Р) < — 1. 
При Ке — а — Р) > 0 имеем: 

р- у 1) = Г(т)Г(7-«-Р) 

( ' р * ъ } Г(т— «>Г(Т — Р)' 
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1п 


1 — х 


Примеры 
р(р, Р; Р; х), 
хР(\, 1; 2; х), 


(1 — х) “ = Р (а, Р; Р; х), 
1 


1п 1 —х — 2хР {^2 ’ 1; 2 ’ х2 ) г 

агс 51П X = * Р I у , у; у; х 2 \, 
агс1§* = хГ^, 1; — х г ^, 

со$ (ѵ агс зіп х) = Р , — у; -і-; х 2 ^ , 

ЯШ (ѵ агс 8іп х) ='іхг ( — ^ — , — 2 — і < х 2 \. 


Эллиптические интегралы: 

К 

К(/г) = / ТГ-к 2 *т 2 <о = 2^(~2’ 2’ 1; к ‘‘ ')' 


Е (*) = / Кі-* 2 1; 1; **) . 

о 

В параграфах 5, 6 и т. д. будут указаны выражения различных 
видов многочленов (Якоби, Лежандра, Гегенбаузра, и т. д.) через 
ряды Р. 

Гипергеометрическая функция; главные ветви. Аналитиче- 
ское продолжение ряда Р (а, р; 7; х) определяет многозначную функ- 
цию переменной х, называемую гипергеометрической функцией 
сГ (а, Р; 7; х). Единственными ее особыми точками являются х — О, 
х = 1, х = оо. Продолжая ряд Р (о, Р; 7; х) аналитически на пло- 
скость, разрезанную вдоль луча (+1, +00), получаем <У" (а, Р; 7; х) — 
главную ветвь гипергеометрической функции. Эта ветвь голо- 
морфна во всей области (А,), которая образует главную звезду 
функции. Точка х = 0 является, вообще говоря, особой точкой для 
всех других ветвей, кроме главной ветви. 
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1. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Смежные и ассоциированные функции. Две функции, 
еГ (а, (3; г, х) и (а', р'; -у'; х), такие, что одна из трех разно- 
стей I я — а' |, I р — р' |, | ■( — 7 ' | равна единице, а две другие равны 
нулю, называются смежными. 

Существуют шесть функций, смежных с данной. 

Гипергеометрическая функция іГ и две смежные с ней функции 
связаны линейным однородным равенством, коэффициенты которого 
являются многочленами от я, р, -у, х. 

Вот один из примеров 15 равенств между смежными функциями: 


(г— а )(т — Р)-* («. Р;тг + !;■*) — т(т— 1)0 — х)ёг («. Р;-/— 1;*)+ 

+ 7 — 1 — (27 — а — Р — 1) X] сГ (я, р; х) = 0. 

Функции вида ІГ (я + т, р + п\ 7 р; х), где т, п ир — любые це- 
лые числа, называются функциями, ассоциированными с (я, р; х). 

Три функции, ассоциированные с гГ , связаны линейным одно- 
родным равенством, коэффициенты которого являются многочле- 
нами от я, р, у, х. В частности, функция, ассоциированная с <?", 
может быть линейно выражена через и одну из шести функций, 
смежных с . 

Производные гипергеометрической функции 


сіх 1 ' 


■ & (я. Р, г. х ) = 


(я, к) (Р, к) 

(Т- Ь) 


& ( а + Р + і + к\ х). 


Интеграл Эйлера. Если Ке (у) > Ке (р) > 0, то главная ветвь 
гипергеометрической функции задается во всей области (Х,) инте- 
гралом 

в (Р- т — Р) & («. Р; т; х) = 

і 1 

= ^-'(1 — и) т-?-1 (1 — их)~ а Ли = ^ Щи) Ли, 

о о 


который берется по прямолинейному отрезку [0, 1]. Многознач- 
ная функция II (и) имеет точки ветвления 0, 1, со, 1 /л:; мы вы- 
бираем такую ветвь этой функции, что при и = 0 имеем 



аг 2 и = 0 , аг$т( 1 — и) — О, 
аг§ (1 — их) = 0. Поэтому 


В (Р. Я) = 


Т{р)Т(д) 
Г (Р + Ч) 


Интеграл Жордана— 
Похгаммера. Можно ос- 
вободиться от ограниче- 
ния Ке (-[) > Ке (р) > О, 
заменив прямолинейный 
путь интегрирования для функции II (и) контуром, обходящим каждую 
из точек 0 и 1 в двух противоположных направлениях. Такие кон- 
туры можно свести к типичной форме двойной петли 8 0 , , (рис. 1 ). 
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Положим е (р, (?) = — 4 зіп рк зіп В (р, ^). Для любых а, р и ѵ 
имеем в области (X,) 




их)~ а Ли. 


Эта формула задает главную ветвь для всех значений а, (3 и у, за 
исключением следующих случаев: 

1. Если р или у — р — целые положительные числа, то функ- 
ция е и интеграл одновременно обращаются в нуль. 

2. Если т — нуль или целое отрицательное число, то е обра- 
щается в нуль, в то время как интеграл отличен от нуля. 

Интеграл Меллина — Бернса. Если а и р не являются ни ну- 
лями, ни целыми отрицательными числами, то главная ветвь задается 
в области (X!) интегралом 

& («- Р; Г х) = 

- +/ оо 


_ 1 Г (7) Г 

2 п Г (а) Г (Р) ./ 

— І СО 


Г(а + 5)Г({і + 5) 
Г(7 + *) 


Г ( — з) ( — х) 2 * * 5 Лз. 


Контур интегрирования является мнимой осью, дополненной: 

1) малым полукругом, таким, что полюсы Г ( — $) лежат справа 
от него; 



У 

• 1 

й 

1 

• 

• 

• • • Л 

-ос-2 -ос-7 -о$Р 

г 


• * • 

~0 7 1 3 ”а 

-р-3 -р-2 

-р-7 


Рис. 2. 


2) обходами, оставляющими слева полюсы Г (а + $) (или 

Г (Р + $) ), если Не (а) < 0 (или Ре (Р) < 0) (рис. 2). 

В исключительных случаях гипергеометрическая функция сво- 

дится к многочлену. 
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Т. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Формулы преобразования. Якоби заметил, что если сделать 
в интеграле Эйлера подстановки 


и = 1 — ѵ, 


ѵ 

и = і , 

1 — х + ѵх 


и 


1 — ѵ 
\ — ѵх’ 


то мы получим интеграл того же типа. 

Для гипергеометрической функции имеют место три формулы 
преобразования, справедливые в (X,): 


& ( а . Р; т; -*) = (1 — х) а 
= (1 -х )~9 



= (1-х) 1 “ Ѵ( Т -а, -г-Р; Т ; х). 
& (“. Р; т: х) = А ёГ(а, Р; о -)- р + 1 — 7; 1 — х) + 


+ В (1 — х) 1 Р & (7 — а, 7— Р; 7 + 1 — а — Р; 1 — х), 
Г (7) Г (7 — а — р) Г (7)Г(а + р-7) 

Г (7 — “) Г (7 — Р) Г(а)Г(Р) ’ 

& ( а > Р; V X) — С (— х)~ я ^ (а, а 4- 1 — 7; а + 1 — Р; -^4- 

+0(-дс)-Р?‘(р4-і-7. Р; Р + і-«; ~). 

г Г (7) Г (р — а) Г(7)Г(а-Р) 

Г ( Т — а) Г (Р) Г (а) Г (7 р) 

Первая формула справедлива в (Х 3 ); мы предполагаем, что 
агд (1 — х) — 0 на отрезке [0, 1]. Вторая формула справедлива 
в (Х 4 ); здесь предполагаем аг^( — х) = 0 на ( — со, 0). 

Дифференциальное уравнение Эйлера — Гаусса. Функ- 
ция 3" (а, Р; 7; х) удовлетворяет линейному дифференциальному 
уравнению, коэффициенты которого рациональны относительно 
а, р, 7 и х: 

х ( 1 ~ х) ЧІ + ~ (а + Р + 1} й — “Ру = а 

Решение гипергеометрического уравнения голоморфно на всей 
комплексной плоскости, за исключением быть может точек х — О, 
1, оо, которые являются регулярными особыми точками. Если ни 
одно из чисел 7, 7 — а — р, а — р не является нулем или целым 
числом, то в окрестности каждой из особых точек существуют два 
независимых регулярных интеграла. 
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Полагая 

Т у— а— р— 1 

у (X) = х 2 (1 — х) 2 К(х), 

мы сведем уравнение Эйлера — Гаусса к приведенной форме; 

с ру 

-^Г+Я (X, Р, ч,х)Ѵ = о, 
где 

П _ 1 Г 1 — ^ , 1 — Ч 2 1 — X 2 + (X 2 — V 2 1 

4 (_ л: 2 (х-1) 2 х(х — 1) • 

X 2 = (1 — ^) 2 , [Л 2 = (а — р) 2 , ѵ 2 = (-( — а — Р) 2 . 

Рациональная функция Я весьма просто преобразуется при шести 
дробно-линейных преобразованиях 



переводящих три особые точки 0, 1, со друг в друга. 

Если функция У (X, р, ч, х) удовлетворяет обычному гипергео- 
метрическому уравнению, то ему удовлетворяют и 48 функций 

К(±Х, ±р, ±ѵ, х), т 1-г(±Х,±ѵ,±р, 

V (±ч, ± р, ±Х, 1 — х) (1 — д:)К^±р, ± ѵ, ± X, ^ , 

(! — ■«) ѵ(±ч, ±Х, ±р, 1 ) , ^К^±р, ±Х, ± ѵ, 

Отсюда вытекают 24 решения уравнения Эйлера — Гаусса 
(таблица К у м м е р а); каждое из этих решений имеет вид 

Ут, п = Х?І ( 1 (а,, Р ( ; т .; Хі (*)), 

где Хі ( х ) — одно из шести указанных выше дробно-линейных пре- 
образований. Индекс а = 0, 1, оо указывает точку, для которой 
Хі (а) = 0; столбец 2 служит для указания области плоскости ( X ), 
соответствующей кругу \Х[(х)\ < 1, т. е. области сходимости соот- 
ветствующего гипергеометрического ряда. Для уточнения главной 
ветви у%1 п внутри этой области выберем в качестве хумму 

гипергеометрического ряда; кроме того, члены (1 — лг 1_т , . . ., 
на которые умножается <^Г, выберем следующим образом: если а = 0 
или 1, то берутся ветви, для которых аг§ д: = аг§ (1 — х) = 0 на 
(0, — )- 1), а если а = оо, то ветви для которых агд ( — х) = 
= агй(1— х) = 0 на (— оо, 0). 

В третьем столбце указываем область плоскости ( X ), в кото- 
рой аналитическое продолжение главной ветви у^ остается одно- 
значным. 

Для каждого значения а индекс т принимает значения 1 и 2, 
а л — значения 0, 1, 2, и 3 (если л = 0, то этот индекс опускают). 
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1. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Индексы выбраны так, чтобы главные ветви у^ л , , у [ а \ , были 

двумя независимыми решениями, регулярными в окрестности 
точки х = а. 

В силу формул преобразования Эйлера имеем: 


что позволяет всегда ограничиться шестью интегралами, для 
которых п = 0 . 


Таблицы Куммера 


уГ ***(«. Р; г *). 


(Со) (*,) 

УІ?1 = (1 - *Г* зг (а, 7 — Э; 7; ~^) > 


(Со) * 

УІ?2 = (!- 3 - (7 -а. Р: 7; , 


» » 

У ( 1?3 = (1 — а:) Т ‘ 3 ~ (7 — а, 7 — Р; 7; х), 


(Со) » 

У<°> = Х Х ~1 (я + 1 — 7, р+1- 7 ; 2-7 

■; х). 

* (-1з) 

У2?1 = ^ 1_Т (1 - -г/ V (а + 1 - 7, 1 - 


. (Со) №) 

У2?2 = * Ѵ " Т О - -Г) Т 1 3 - ( 1 - а, р + 1 - 


, » » 

У?3=^(1-гГѴ(1-«,1-Р; 

2 — т; -*). 

(Со) » 

УІ 1 ’ = 3 ' (а, Р; а+р+ 1 — 7; 1 — х ), 


(Сі) №) 

УІѴі ~ Х 3 ~ (а, а — 71 ° + р + 1 — 7 ; 


(С,) №) 

У1І2 = х ~^ 3 ~ (р + 1 — 7, Р; а + р+ 1 — 7; 




Уі! ! з — X 1 т ( а + 1 — 7- Р + 1 — V а + р + 1 — Т< 1 — -*), (С,) » 
= (1 х)* “ (т — а, ( — Р; 7 +І— а— 3; I — х ), (С,) (Х 3 ) 

*Г ‘ -0 X 

Х^(т — “, 1— а; 7+1 — “ — р; , (С|) » 

^2 = ^-Ч1--Г а " Р х 


У,аГ (і — э, 7— Р; 7 + 1 — а- 


х—1' 


X 


I. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 
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У 2,3 = ■*' 7 О — -*) Г “ 3 X 


X сГ ( 1 — а, 1 — Р; 7 + 1 — “ — 

Р; 1-х), (С,) 

№) 

У , 001 = (— аг)-“ (ас. СС+ 1 --С а+ 1 — Э; 1) , 

(*0 


у ( “> = (1 - X)-* 3- (а, - Р; а + 1 - р; 

)• ( с 0 


У$ = (- дг ) 1_т (1 — х )^~ а ~ 1 X 



Х<?" (і — Р, а Ч - 1 — — Р! 

1 — х]’ * 

3 > 

уГЬ(-*> м (і--*) т ' а " р х 

х^(і — р, 7 — Р; «+і 

-?:?)• ( С °) 

1> 

у<°°> = (-х)-^(р + 1 - 7 . Р; р + 1 — а; 

» 

» 

у'^О-хгѴ^-а, р; Р + 1-а; 

( с і ) 



Х^(Р + 1 — 7 , 1 — о; р 4 - 1 — а; 

. 1 '), » 

1 — X ) 


уГз = <-*Г г О-*Г‘ _!і х 



X & (7 — а, 1 — а; Р 4- 1 

— •т)-м 



Если решение регулярно в окрестности особой точки уравне- 
ния, то при обходе этой особой точки ветвь такого решения умно- 
жается на постоянную. 

Обход против часовой стрелки точек х = 0, 1, оо преобразует 
ветви 

У ( ! 0) и у<°>, у</> и у<»>, у<“> и 

регулярные в окрестностях этих точек, соответственно в 

-.)) и е 2и/(1- т) -(0). -Ц, и ^ЫЦ Т - —Щ1). е ^«у(со) и е Ъ*ІГ у(со)' 

Этот результат позволяет получить продолжение одной из шести 
главных ветвей, когда х пересекает один из разрезов. Он дает 
также возможность определить группу гипергеометрического урав- 
нения. 

Если одно из выражений 1 — •(, •( — а — р, а — р является целым 
неотрицательным числом, то могут существовать регулярные в окре- 
стностях особых точек решения гипергеометри ческого уравнения, 
которые содержат логарифмы. 

2 Кампе де Ферье и др. 
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I, ( ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

В таблице Куммера ветви у*, 01 и у! 2 0) дают два независимых 
регулярных решения в окрестности точки х = 0. Но если у = 1, 
то эти две функции совпадают; если 1 — у — целое число, отлич- 
ное от нуля, то функции и у^ 0) соответственно могут не иметь 
смысла. 

Чтобы определить изменения, которые надо при этом внести 
в таблицу, достаточно заменить пару решений у^\ у ^ парой ре- 
шений, состоящей из той функции, которая сохраняет смысл, и 
функции 

у<°> = С[Г (1-у)Г(а)Г(Р)у<°> + 

+ Г( 7 -1)Г(« + 1-т)Г(Р + 1-7)#]. 


которая, очевидно, является решением и сохраняет смысл, когда 
1 — ^ стремится к любому целому значению. Чтобы выразить резуль- 
тат в явном виде, обозначим через к , к', к" три таких целых числа, 
что 0 <; к' к <; к"; через Р (а, Р; к\ х) — многочлен степени к — 1: 


к 

Р (ос, Р; к\ X) = — V 
И=1 


(1, п — 1) ( — к, п) 
(1— ОС, л)(1— р, п) 


Х к-П. 


через Ф (а, р; у; х) — функцию, главная ветвь которой, однозначная 
в (X,), задается внутри (С 0 ) сходящимся рядом 


ф («. Р; Г> х ) = 

сх> 

= 2 ^ гШг $ [ ^ (а+п)+ф ' (?+п)_ ’ ІЧт+ " ) “' Г(1+п)1 

п= О ' ’ 


где 


1. Т = 1: 


Ѵ(*) = 


т' (г) 
Г(г) • 


у[ 0) = Ур = ? (ОС, Р; 1; х), 


Уа* = &' (а, Р; 1; х) ІП X + Ф (ас, р; 1; х). 


2. у = 1 к, а (или Р) ф 1 + к': 
у< 0) = сГ (а, Р; 1 + к ; х), 

уф) = <г (а, Р; 1 + к; лг)1плг + Ф(ос, Р; 1+*; Х) + х- к Р(а, Р; к ; х). 


3. у = 1 -(- к, а (или Р) = 1 + к': 

уМ = Г(1 + к', Р; 1 + Л; х). 

у<°> = х- к <Г (1 + к’ — к, Р — к; 1 — к\ х). 
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4. 7=1 — к, а (или $)ф — к': 

)4 0) = Х к &- (а + к, р + к- 1 + к- х), 

Уз* = хк ^ ( а + Р + к; 1 + к; х ) Іп х-\-х к Ч> (а + к, р +*; 1 + к; х) + 

+ Р ( а + к, р + к\ к] х). 

5. 7=1 — к, а (или Р) = — к': 

Уі°> — ( — к', Р; 1 — к\ х), 

> 2 0) = хк ^ ( а + к, р + к; 1 + к; х). 

Изучение пар у* 1 », у и у* 00 ’, у' 00 », когда 7 — а — р илиа-р_ 
целое число, протекает точно так же, как и приведенное здесь. 
Уравнение Шварца. Введем обозначение: 



Отношение 5 (х) двух частных решений гипергеометрического урав- 
нения удовлетворяет дифференциальному уравнению Шварца 

[х] г = 2/?(Х, р; ч; х). 

Обратно, если $ ( х ) — частное решение этого уравнения, то функции 



являются двумя независимыми решениями нормального гипергео- 
метрического уравнения. 

Пусть параметры X, р, ѵ вещественны и таковы, что 


0<Х, р,ч<2. 


Тогда решение 5 (X, р; ѵ; х) уравнения Шварца задает конформ- 
ное отображение полуплоскости 1ш (х) > 0 на треугольник АВС 
ограниченный дугами окружностей, вершины А, В, С соответствуют 
при этом точкам 0, со, 1, стороны В А, АС, СВ — отрезкам (—со, 0], 
I й - +1]. 1+1. — со), внутренние углы треугольника равны соответ- 
ственно яХ, яр, яѵ. 



БИБЛИОГРАФИЯ 


II. ОБОБЩЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

I. Обобщенной гипергеометрической функцией называется 
любая аналитическая функция комплексного переменного, опреде- 
ленная в окрестности начала координат степенным рядом 


СО 


/=■(•*)= 2 а » хП ’ 


отношение двух последовательных коэффициентов а п которого 
является рациональной функцией индекса п: 

а п +\ Р(п) — А а пР + Ащ Р-' + ••• + Ар 
а п ~~ (? (п) В 0 пі + ' + ВщЯ 4- ... -\-В ч+ , 

при этом А], В/і являются вещественными или комплексными 
числами, не зависящими от п. Г ипергеометрическая функция 
Гаусса соответствует частному случаю, когда 

р (п) = (п + а) (п + Р); (? ( п ) = (п + 7) (л + 1). 

Выражая многочлены Р ( п ) и 0 ( п ) через их корни, можно 
записать любую обобщенную функцию в канонической форме: 



(<Ѵ п) х п 


(Р„. п) (1. п) * 


при этом предполагается, что ни одно из р не является целым 
отрицательным числом. Если хотя бы одно из а является целым 
отрицательным числом, ряд сводится к многочлену. 

Если р> д + 1, то обобщенный гипергеометрический ряд схо- 
дится лишь в единственной точке х — 0; если р = д + 1 , то он схо- 
дится внутри круга | х \ < 1; если р<<?- 1- 1, он сходится во всей 
комплексной плоскости и определяет целую функцию от х. Число <? 
называется порядком, а #+1 — Р — классом функции р Р д ; если 
д = р _|_ і (нулевой класс), то говорят, что функция является полной. 


Примеры 

і Р о («; ■*) = (1 х ) • 

0 Г 0 (х) = е*. 


Порядок # = 0: 
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Порядок ^ = 1 : 

г Р х р; 7; х) = Р (а, Р; 7; дг) — г и п е р г е о м е т р и ч е с к а я 

функция Гаусса; 

,/=■, (а; у; х) = Ф (а, 7; х) — функция К у м м е р а; 
о/ 7 , (7; х) = У (7, лг) — функция, с в о л я щ а я с я 

к функции Бесселя. 

Порядок <7 = 2 : 

г( а і> а 2> а з! Рі> РгІ -*) —функция Клаузена. 


Все функции р Р ч , где р < <7+ 1 , могут быть получены из пол- 
ной функции порядка <7 путем предельного перехода: 

р—[Рд(. а 1* а р — 1» ^1» -У) = 


I 1 

= Нт р Рд 1 <*і» . . ., «р_ 1 , — ; р„ 

е->0 \ и « 



В этом случае часто говорят, что функция р -\Р ч является вы- 
рожденной функцией р Рд. Например, функция Куммера является 
вырожденной функцией Г аусса: 

ф («. г> х ) — |іт р[ а > — ; т; е -*Ѵ 

Точно так же 

ПГ< х ) = Нт р(— , 7; е 2 дЛ. 

е -> 0 \ Е Е / 

Функция рР ч (а х а р \ Рі, .... р ? ; х) является частным ре- 

шением обобщенного гипергеометрического уравнения 

( І Ч + 1 у /У у 

хЧ (Н ? -н — \+ і х '> ах ч+\ + ... + Ом — *і*) — **У = О. 
Если заданы 

Р (л) — (а, + п) . . . (ар + п), 

0(л) = (Р,+л)...(р ? + л)(1+л), 

то коэффициенты Ху и определяются из уравнений 


Л 0 = Я(0), 1 • X, = Р (1) — р (0), . . . 


Р« = <3 (— 1) =0, 



(- 7 . г) 

(1. г) 


ри-г). 


1 -Р| = С? (0) -(?(-!) = 0 ( 0 ),.,. 


- (1 - Л «V = -ттг^г <? (У- 1 - г). 

г = О 
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И. ОБОБЩЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


При этом, если р<^- (- 1, то коэффициенты К р + 1 

равны нулю. 

Функция и = р Р ч (а, а р \ р р ? ; х) удовлетворяет урав- 

нению 


{6 (5 + р, — 1) . . . (й + — 1) _ л: (5 + и,) . . . (5 + а р )} и = О, 

где 



Примеры 

а/ 7 , (а, Р; г- х) = Г (а, Р; 7; х) (Гауе с) 

•* О — х) у" + [7 — (а + Р + 1) х] у' — офу = 0; 

1^1 (а; X х ) = ф (®. V х) (К у м м е р) 

ху" + (к — х)у' — ау = 0; 

о р \ (Г. х) = ^ (у, х) (Бессель) 

ху" + ТУ' — У = 0; 

з Р 2 (“і. а 2> °зІ Ри Рг! х) (Клаузе н) 

X 2 (1 — X) у'" + [1 + Р, + Рг — (3 + <*, + а 2 + о 3 ) х] ху" + 

+ [Р1Р2 — (1 + а 1 + “2 + “3 + «|«2 4- ®2 а 3 4- а з а і) X ] у ' — а^ХзУ = о. 

Формула Эйлера обобщается на все полные гипергеометри- 
ческие функции порядка д. Эти функции могут быть выражены 
интегралами 

1 1 

о о 

X (1 — И, . . . и ч х)~ а ‘і +1 йГи, ... аид, 

Г(Рі) - ..Г(р,) 

г Ы Г (Рі — а і) • • • Г Ы Г (Р<? — “?) ' 

Имеет место формула Меллина 


Г («,) 

Г(Р.) 


гы 

Г(Р,) 

1 _ 

— 2 пі 


Г (®і? + і) 17+1^17 — 



г («,4-е). 

г ((*,+«) 


• • Г (а ? +| 4- 5) 
... Г(р ? 4-5) 


г (-5) (-хуа$, 


которая содержит как частный случай формулу Бернса; путем инте- 
грирования является мнимая ось, дополненная дугами, выбранными 
так, чтобы оставить слева полюсы функции Г (а, + 5) ... Г (а ?+1 4- $) 
и .справа полюсы функции Г( — у). 
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23 


II. В приложениях чаще всего встречаются гипергеометри- 
ческие функции порядка 1 ; функция Гаусса ввиду ее особой 
важности была рассмотрена в предыдущем разделе. Функция 0 Р и 
которая сводится к функции Бесселя, будет изучена вместе с ци- 
линдрическими функциями; мы займемся здесь функцией Куммера 
і^і и эквивалентной ей функцией Уиттекера. Если 7 не является 
целым отрицательным числом, то функция Куммера есть целая 
функция, определенная во всей комплексной плоскости х сходя- 
щимся рядом 


і^і (<*; V х ) = ф К Г> х ) 


■у (а, гі) х п 

(Ъ п ) (1. п) ' 


Если а — целое отрицательное число, то Ф сводится к многочлену 

у\-~\Р х гі п 

ф( ~ л; 

Функция Ф является частным решением уравнения Куммера 
Х У" + (і — X) у' — ау = 0 . 

Если 7 не является целым числом, то это уравнение в окрестности 
точки х = 0 имеет два различных регулярных решения, каждое из 
них представляется рядом, сходящимся во всей плоскости х: 

Уо ] = ф (“. 71 х ). 

у< 2 > = Л 1 -Г Ф (а 1 7; 2 — 7; х). 


В окрестности точки х = со существуют два асимптотических ре- 
шения *) 


ч<1> 


- (- *У 2 ѣл Н ]й 1 ) +, '" ) <- 


/2 = 0 . 


Ѵ<2) _ „а- V V (7 — °. П)(1—а, гі) 
у«,- х Г ^ (1 , п) х ■ 

17= 0 

Функция Ф удовлетворяет следующим уравнениям в конечных 
разностях: 

а Ф (а + 1 ; 7 + 1 ; х) = (а — 7) Ф (а; 7 + 1 ; х) + 7 Ф (а; 7; х), 
а Ф (а -|- 1 ; 7; х) = (х + 2а — 7) Ф (а; 7; х) + (7 — а) Ф (а — 1 ; 7; х). 
Ее производная выражается следующим образом; 

~ ф (а; 7; X) = у Ф (а - 4 - 1 ; 7 + 1 ; х). 


*) Относительно определения асимптотических разложений см. Эрдейи [131. 
{Прим, перев.) 
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И. ОБОБЩЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Наконец, имеет место формула преобразования 
Ф (а; у; х) = е* Ф (у — а; у; — х). 

Если у — а — целое отрицательное число, то Ф является произ- 
ведением многочлена от х на показательную функцию. 

При 0 < Ке (а) < Ке (у) справедливо интегральное представление 


ф (<*; тг; а) 


г (7) 


Г(«)Г( Т -«) 


1 

л-/ «-'о—)'- 


Х е их Ли. 


Во многих приложениях вместо функции Ф применяется функ- 
ция Уиттекера М к ,т (-*)• определяемая следующим образом: 


^к, т ( х ) — х 


т + 2 

4 е 'Ф 


1 X оо 

м к,т(*) = х +2 е 2 ^ 

п = О 


[т — к + ~\2т + \\ х^, 
{^т — к+ ~, п ^ 


(2т + 1, п) (1, п) х п . 


Если 2яі не является целым отрицательным числом, то 

'‘М- к , т (х). 


1 1 
-щ — К -т-— 

Г 2 м к , т (X) = (— х) 2 


Если р — целое неотрицательное число, то 

а” 


м 


(х) = 


I х 

1~ т 2 
х 4 е 4 


(2т + 1, р) Лх р 


( х Р +2т е~ х ). 


При замене функции Ф функцией М кі т мы получаем более 
симметричное дифференциальное уравнение 


У" + 


1 


+ Т + 


1 

4 — т 


у = 0. 


4 п л: п х 2 

В случае, когда 2т не является целым числом, общее решение 
этого уравнения имеет вид 

У = А М к , т (х) + В М к , _ т (х). 

Особенно удобным во многих приложениях является специаль- 
ное частное решение, а именно, функция Уиттекера Ѵ^ к ,т ( Х У> при 

Ке ^к — ~ — т^ < 0 она определяется формулой 


Р т-к--/ п 2 +т 

I й ( 1+ т) е ~ иаи - 


^к, т ( х ) — 


(І-Л + т) 
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Если к — — т не является целым отрицательным числом, то 

№ к, т (х) = — 2^7 г ( й + у— т ) хк е "* X 

X 


Г т ~ к ■ о 

/ (-«) 2 


( 1 +^Г Т+ " 


о?и, 


где контур С выходит из оо, обходит в положительном направле- 
нии точку и = 0 и возвращается в со, причем точка и = — л: лежит 
вне этого контура; при этом полагают |аг§лг|< л. Кроме того. 


полагают | ащ ( — и) | <; п и берут значение аг§ 



которое 


стремится к нулю, когда и~> О вдоль кривой, расположенной внутри 
контура С. 


Если 2т не является целым числом, то при 
имеем: 


, . Зтс 

1 аг§ д: | < 2* 


«Р* »(*)=■■ 


Г (—2/я) 


' (і. _ т _ *) 


М*. то (*) 


Г (2т) 


'(■і + т-л) 


— т (■*)• 


Если ІагдлсКія — а < те, то при больших значениях .ѵ имеет 
место асимптотическое разложение 


У? к. т ( х ) = х к е 2 


X 


X 


1 + 2 [” г2 — ( А 

л= 1 



Примеры 

а) Неполная Г-функция: 

х 

7 (л. •*) = ^ і п ~ 1 е- 1 йі, 

о 

/?- 1 ^ 

7(/г, л) = Г(л) — л: 2 г 2 И7„_, „ (л:). 

~2~' 1 
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б) Интегральный логарифм; 

"И-/ ш- 

о 

2 1 

Л (лс) = — ( — 1п лг) 2 х 2 \Ѵ 5 (— Іплг). 

Т* 0 

в) Интеграл вероятности: 

егі.т = / е~ р Аі, 

V ѵ. А 

' О 

х 2 е 2 \Р 1 5 (х 1 ). 

~Т ’ Т 

г) Функции параболического цилиндра. Функ- 
ция Ь п ( х ) является частным решением уравнения Вебера 

У" + (п + ±-±х^у = 0, 

ч _і _1 _і_ 

О п (х) = 2 2 к~ 4 (п'-)~ 2 * 2 ^„_ і_і(х)* 

2 + 4 ’ ~4 ' 

Если п — целое число, то О п (х) выражается через многочлен 
Эрмита. 

III. Определены и изучены также обобщенные гипергеометри- 
ческие функции многих переменных; мы ограничимся случаем двух 
(комплексных) переменных г и у. В этом случае гипергеометри- 
ческие функции определяются двойными рядами 

у)= 2 а т, п х т у ѣ , 

т, п 

коэффициенты которых удовлетворяют следующим соотношениям: 

Дт + і, п _ Р( т < п) а т , „ +| _ <Э(т, п) 
а т , п Я (т, п) * а т , п 8 ( т , п) ’ 

Здесь Л (?, К и 5 — многочлены от тип, подчиненные лишь 
следующим условиям: 


егі х = 1 
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1. Степени Р и 0 не превышают соответственно степеней Ц 

и 5. 

2. Я и 5 не обращаются в нуль ни для каких целых положи- 
тельных значений от и п. 

3. Выполняются условия совместности 

Р ( от , п 4- 1) ф ( от , гі) _ Р ( от , л) ф (от -(- I, гі) 

Р (от, п + 1) 5 (от, л) — /? (от, л) 5 (от + 1, п) 

(эти условия нужны для того, чтобы значение коэффициента 
а т+і,п+і, вычисленное с помощью перехода а т , „ -> а т + и „ -> 
~ * а т+і, п+і> совпадало со значением, вычисленным с помощью пе- 
рехода а т> „ а т , „ + , -> а т+1 , л+і)- 

Гипергеометрические функции двух переменных существенно 
отличаются от гипергеометрических функций одного переменного. 
Так как многочлены Р (п) и ф (л) от одного переменного можно 
разложить на множители первой степени, то гипергеометрические 
функции одного переменного всегда можно привести к канони- 
ческому виду. Это разложение невозможно, вообще говоря, для Р, 
Ф, Р, 8; поэтому для функций двух переменных нет канонических 
форм. 

Лучше всего изучены Гипергеометрические функции, для ко- 
торых многочлены имеют специальную форму: 

Ц V 

Р (и, гі) = Д (а* + от 4- гі) Д ((^ + от), 

і = 1 1 = 1 

ф (от, п) = Л (а, + от + гі) по>;+4 

/ = 1 і = 1 

Р а 

Р (от, «)=(от + 1)П(Т,4-от+п)П (», + «), 

/ = 1 /=1 
Р а 

5 (т, л) = (п + 1) Л + т + л) п (•;+»> 

/=і /=і 

Такие функции обозначаются следующим образом: 


р 

а , 








V 

р,. в' ... 

...,в , 

К 


р 

У., 


х, у 

•г 

’ *Р 



а 

»і. «и ••• 


К 



Целое число ^ = р <т определяет порядок функции; неотрицатель- 
ное число р + в-(-1 — (р + -ѵ) — ее класс-, функции класса 0 назы- 
ваются полными. 
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II. ОБОБЩЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Следующие четыре полные функции первого порядка были 
введены и изучены П. Аппелем: 

1 


а 

Р, Р' 
к 

а 

Р. Р' 

5, о' 


Рр Рр Рг* Р2 

7 


а„а 2 


8 , 8 ' 


•*. У 


х, У 


х, У 


х, У 


= («; Р. Р'; т. х, у), 


= Рг ( а ; Р. Р'; ®. х, у), 


— Р з(Рр Рр Рг’ Рг* К> х < у), 


= Г, (а,, а 2 ; 8, 6'; х, у). 


Все гипергеометрические функции удовлетворяют системе урав- 
нений в частных производных, коэффициенты которых являются 
многочленами по х и у. Эти коэффициенты могут быть вычислены, 
если известны многочлены Р, і), Р, 8 . 

Пример. Функция Г, (а; р, р'; х, у) является частным ре- 
шением системы уравнений 

х ( 1 — х) г хк + у ( 1 — х) г ху + [7 — (а + р + 1) х] г х — р* у — сфг = О, 
х(1— у) г ху + у (1 — у) г уу + [т — (а + Р' + 1 ) У] * у — Р'** — а$'г = 0. 


Гипергеометрические функции двух переменных обладают также 
замечательными представлениями с помощью определенных инте- 
гралов. Например, 




где 


_ I ^ и?~ V -1 (1 — и — ’ -1 (1 — их— ѵу)~ а Ли <1ѵ. 


О = {(и, ѵ) : и >• 0, ѵ 0, 1 — и — ѵ > 0}. 


Многие свойства гипергеометрической функции Гаусса (урав- 
нения в конечных разностях, линейные преобразования и т. д.) 
были распространены на гипергеометрические функции двух пере- 
менных, по большей части на четыре функции Аппеля. 


II. ОБОБЩЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 29 

От случая двух переменных легко перейти к случаю п ком- 
плексных переменных; функция, определяемая рядом 


...» -* л ) 2 а 



называется обобщенной гипергеометрической функцией, если от- 
ношения 


а т,+ 1, .... т п 


а 




являются рациональными функциями индексов т х , т п (Горн, 
1889). 

Одно из наиболее важных приложений обобщенных гипергео- 
метрических функций п переменных состоит в следующем утвер- 
ждении, вытекающем из работ Капелли (1907), Меллина (1915), 
Белардинелли (1920) и Биркеланда (1920). 

Корни любого алгебраического уравнения всегда могут быть 
выражены в виде обобщенных гипергеометрических функций от 
коэффициентов этого уравнения. 


БИБЛИОГРАФИЯ 

А р р е 1 1 Р. еі Капре йе Р е г 1 е I й. [15]. 


III. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 


Пусть Ѵ п — векторное пространство п измерений; скалярное 

произведение двух векторов : Р с компонентами /, /„ и О, 

с компонентами . .., § п> определяется выражением 

{Г> О) = (1) 

і=і 

Два вектора называются ортогональными друг другу, если 
( Р , О) = 0. Скалярное произведение вектора р на себя называют 
квадратом его нормы и пишут: 

(Г. П = ^А=\\П 2 - ( 2 ) 

< = і 

В трехмерном евклидовом пространстве норма вектора есть 
не что иное, как его длина; вектор, норма которого равна 1, на- 
зывается нормированным. 

Можно рассматривать /,, как множество значений, при- 

нимаемых некоторой функцией Р(Р) в точках Я„ Р п , лежа- 
іцих на оси. Эти точки условно изображают п измерений про- 
странства Ѵ п \ каждый вектор из V п изображается тогда функцией, 
определенной на множестве (Р х . . . ., Р п ). Легко распространить 
это понятие на случай, когда точки Р ь образуют непрерывное мно- 
жество Д>; пространство V имеет тогда бесконечно много измере- 
ний, и оно определяется заданием Д> и класса функций Р (Р), Р ^ Д>, 
определенных на этом множестве. 

В дальнейшем мы будем брать в качестве Д> отрезок [а, Ь ] 
вещественной оси и в качестве класса функций /( х ) мно- 
жество Ь 2 т (Д>) функций, имеющих суммируемый квадрат относи- 
тельно меры т ( х ) в смысле Лебега — Стильтьеса. Однако наши 
рассмотрения непосредственно распространяются на случай, когда О 
является областью в пространстве многих переменных, ах — 
точка этой области. Пространство Ь 2 т (О) является примером функ- 
ционального пространства. 

Можно доказать, что произведение двух функций из про- 
странства і 2 т (0) интегрируемо по мере т(х). Это делает закон- 
ным' следующее определение: назовем скалярным произведением 
двух функций /( х ) и § (х) рассматриваемого пространства (Е) 
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выражение 

(/. 8) = § /(х) 8 (х) йт (л:). (3) 

э 

Две функции называются ортогональными друг другу, если 

Выражение (Лг, = 0 ' < 4 > 

ІІ/ІІ *-(/./>-/ [/ (*)]■ Л и (л) (5) 

й 

является квадратом нормы /(х). Норма функции /(х) равна 
нулю, если эта функция почти всюду равна нулю в (О) *). Такие 
функции мы будем называть нулевыми. Функция, норма которой 
равна 1, называется нормированной. 

Если / и ^ — две функции из (Е), то справедливо нера- 
венство Шварца 

іі /г іі < іі/іі Иди- (6) 

Знак = имеет место лишь в случае, когда А/-[-В§ (где Ап В 

постоянные) является нулевой функцией. 

На практике обычно встречаются два частных случая общего 
определения (3): 

а) Если мера т имеет непрерывную производную р (х), кото- 
рая не принимает отрицательных значений на Д то 

(/» 8)=* ^/(х) 8 (х) р (х) ах, ( 7 ) 

о 

где интеграл понимается в смысле Лебега; если это скалярное про- 
изведение равно нулю, то говорят, что функции / и § ортого- 
нальны относительно веса р ( х ). 

б) Еще более частным случаем является случай, когда 
т ( х ) = х и 

(/. і)= ^ /(х) р (х) дх. (8) 

о 

Если вес не задан явно, то ортогональность двух функций чаще 
всего понимается в смысле равенства (8). Заметим, что если функ- 
ции / и § ортогональны в области О относительно веса р ( х ), то 

функции р 2 /" и р 2 § ортогональны в той же области в узком смысле, 
выражаемом формулой (8). 

в) Полезно отметить более редко встречающийся частный слу- 
чай, который важен в некоторых приложениях: это случай, когда 


*) «Почти всюду» условно означает «всюду, за исключением содержащегося 
в О множества меры нуль». Если ||/-«’|| =0, то / и ^ могут отличаться друг от 
друга лишь на множестве меры нуль; в этом случае говорят, что их расстояние 
равно нулю. Мы будем отождествлять две функции, совпадающие почти всюду 
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распределение элементарных масс т дискретно. Если т равно нулю 
всюду, кроме некоторого множества точек х/, то очевидно, что 

г 

интеграл Стильтьеса сводится к сумме 2 /(-*/) 8І х і) т ( х ))- Встре- 

і = і 

чаются, особенно в теории упругости, задачи, в которых дискретное 
распределение накладывается на непрерывное распределение и, сле- 
довательно, ортогональность двух функций / и § выражается соот- 
ношением вида 

Г 

§ (х) р (х) ах + />,./(*/) 8 ( х і) = °- (9) 

о / = і 

С другой стороны, следующие два обобщения понятия ортого- 
нальности функций играют большую роль в математической физике: 

а) Рассматриваются функции вещественного переменного х, 
которые могут принимать комплексные значения. В этом случае 
эрмитово скалярное произведение определяют формулой 

(/. е) = / /С*) е* (*) Лх = (*. /Г, (10) 

с 

где г* обозначает величину, комплексно сопряженную с г; эрмитова 

норма / есть (/, /*) 2 ; ортогональность / и § выражается равен- 
ством (/, р) = 0. 

б) Если М — линейный дифференциальный оператор, то скаляр- 
ное произведение двух функций / и ^ относительно М определяют 
как выражение вида 

(/. 8) = ( № (Я) Ох. (П) 

о 

Определенная таким образом обобщенная ортогональность , вообще 
говоря, не симметрична относительно / и §: из того, что (/, §) = 0, 
еще не следует равенство (§, /) = 0. 

Таким образом, две функции могут быть ортогональными в этом 
смысле без того, чтобы быть биортогональными. Если оператор М 
выражается формулами М (г) = р (х) г или же М (г) = г, то обоб- 
щенная ортогональность сводится к ортогональности, выражаемой 
формулой (8) или (9). 

Последовательности ортогональных функций. Пусть дана 
конечная последовательность {//(.*)}, і = 1, 2, . . ., п, функций из ( Е ). 
Говорят, что элементы этой последовательности линейно незави- 
симы, если из выполнения почти всюду в Э соотношения 

I ^ Аі/і ( х ) I = 0, 

где Аі — постоянные числа, вытекает, что все коэффициенты Аі 
равны нулю (отсюда очевидно, что нулевая функция не^ может 
входить в последовательность линейно независимых функций). Если 
— бесконечная последовательность функций, то входящие 
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в нее функции называются линейно независимыми , если указанное 
выше условие выполняется для любого конечного числа элементов 
этой последовательности. 

Для того чтобы функции {/)} из ( Е ) были линейно зависи- 
мыми, необходимо и достаточно, чтобы их определитель Грама 
обращался в нуль: 




(/,. /,) 

(/„ Л) . 

• (/,. /л) 

о (/„ . . 

•. /л) — 

(/*. />) 

(/а> Л) • 

• (Л. /л) 



(/л. /і) 

(/я- Л) • 

• (/л. /л) 


Если г — наибольший из порядков отличных от нуля миноров опре- 
делителя О, то последовательность {/,■} содержит г линейно неза- 
висимых элементов. 

Пусть дана последовательность {/)} линейно независимых функ- 
ций. Всегда можно образовать одну и только одну последователь- 
ность, состоящую из линейных комбинаций этих функций, такую, 
что все элементы этой последовательности нормированы и попарно 
ортогональны. Иными словами, существует такая последователь- 
ность {? ( . (х) = ^ Л,-/; (х)}, где А. — постоянные величины, что 

(?.. 9 / ) = Ь і7 (12) 

(6, у — символ Кронекера). Явное выражение ортогональной норми- 
рованйой системы функций, полученной из функций {/;}, таково: 

і-і 

т,- 77 Т> 'Я- 

(* '?/)'?;[ 2 


II /і II 2 


Пусть {<?;(-*)} — ортогональное нормированное множество эле- 
ментов из ( Е ), которое может быть как конечным, так и бесконеч- 
ным. Любое конечное подмножество множества { «р. • обладает тем 
свойством, что для любой функции / из ( Е ) величина 
Г л 12 


/ 



йт (л) 


( 13 ) 


о 


і=і 


принимает минимальное значение тогда и только тогда, когда 
с { = (/, у.). Этот минимум равен 

9Д=|і/Р-2(/. Ч^) 2 . 

причем 

№>0 _ ( 14 ) 

(, неравенство Бесселя). Отсюда вытекает, что ряд 2(/» ?,) 2 
сходится. 


3 Кампе де Ферье и др. 
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Говорят, что последовательность функций {Ч?^} из (Е) сходится 
в среднем к /, если 

Нт Г [/(*) — Щ (*)] 2 дт (х) = 0. (15) 

I -> оо у 
О 

Если последовательность | 4^ = 
к /, то 9Л = 0, и тогда 

СО 

ІІ / І ! 2 = 2 (/• <?,) 2 

і = і 

(теорема Парсеваля). Если это равенство выполняется для 
заданной ортогональной нормированной системы {ер ; ) и для всех 
функций / из ( Е ), то система называется замкнутой. Она назы- 
вается полной, если в ( Е ) не существует ни одной ненулевой функ- 
ции, ортогональной ко всем *). 

Из того, что сумма V с <р сходится в среднем к /, не следует, 
і-і 1 

Об 

очевидно, что 2 С Г У/ — / в смысле обычной сходимости; но если 
І = 1 

ряд сходится, то его сумма обязательно равна /. 

Можно доказать, что если О имеет конечную меру, то любая 
система попарно ортогональных функций в ( Е ) состоит лишь из 
конечного или счетного множества элементов; любая полная орто- 
гональная система функций состоит из счетного множества эле- 
ментов. 

При тех же условиях, если — нормированная ортогональная 
система функций и {а[} — такое множество чисел, что ^ а\ схо- 

у І = 1 

дится, то последовательность | ^ д л?л | сходится в среднем к функ- 
ции / из (5), причем а 1 = (/, <р.у Это — теорема Фишера — 
Р и с е а. 

Из этой теоремы вытекает, что любая замкнутая последова- 
тельность полна. Верно и обратное утверждение. 

Критерий замкнутости. Необходимое и достаточное условие 
того, что ортогональная нормированная последовательность | 
замкнута, заключается в выполнении условия 

' ' 1" ’ ОО ' " ■ ' ’ 1 • 

■; : ?/:. 2 = 2 (/?,)* ѵ 


■ *) Некоторые авторы называют полной последовательность, которую мы на- 
звали здесь замкнутой, и наоборот. Это смешение не опасна в силу теоремы, ко- 
торую мы сформулируем несколько позже. 


2 (/> годится в среднем 

;=і 1 
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для всех функций / из (5). Достаточно проверить, что эт.о условие 
выполняется хотя бы для одного множества элементов {/,} из- (Е). 
линейные комбинации которых всюду плотны. 

Если а — фиксированная точка из О и р (хе) — мера отрезка 
(а, х], где х(іЕ>, то необходимое и достаточное условие замкнутости 
ортогональной нормированной системы функций |<р.) имеет вид: 

* 

со / X 

I 1 (■*) = 2 Лт (•*) 

Если система функций { «р ; } ортогональна и нормирована отно- 
сительно веса р(х), то необходимое и достаточное условие зам- 
кнутости этой системы имеет вид: 

ОО 

2 / 4>і (■*) е* 2 ѵ Р (-*) Лх 

/=і о 

для всех вещественных г. 

В последующих параграфах будет указан критерий замкнутости, 
связанный с дифференциальным уравнением, которому удовлетво- 
ряют функции ортогональной нормированной системы. 

Свойства замкнутых систем. Пусть даны замкнутая ортого- 
нальная нормированная система функций (<р (лс)} и любые две 
функции /( х ) и § (х) из (Д). Если 

(/. 9;) = (8, ?,) 

для всех /, то функции / и § почти всюду равны в й. 

ОО 

Для любой последовательности чисел {а ( } такой, что 2 схо- 

і = і 

дится, и для любой замкнутой ортогональной нормированной си- 
стемы функций {<р г } существует однозначно определенная функция 
/ из (Е), такая, что 

а і = (/• Ъ> 

Мы уже говорили, что если система функций {у ) ортогональна 
и нормирована, то разложение 

2 (А 

1 = 1 

дает наилучшее приближение / с помощью линейной комбинации 
функций <(>.. Если система замкнута и ряд сходится, то его сумма 
равна /. Это разложение единственно и полностью характеризует 
функцию / из (Е). Коэффициенты (/, этого разложения обычно 
называют коэффициентами Фурье функции / относительно си- 
стемы (Фурье рассматривал их- для замкнутой системы тригоно- 




3 * 
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метрических функций 1, зіпл:, соз*, &іп2х, соз 2х, ...). Они могут 
рассматриваться как координаты функции / в функциональном 
пространстве ( Е ) относительно декартовой системы координат { 9 ! 
Изменение системы координат, т. е. переход от разложения по 
функциям {<р.} к разложениям по функциям другой ортогональной 
замкнутой системы {Чу} может быть выполнен с помощью следую- 
щей теоремы: 

Если {<р ; } — замкнутая ортогональная нормированная система 
функций, то для любой пары функций / и ц из (Е) имеем: 

(/. 8) = 2 (/> ?/) ?<} 

і=і 

В частности, если {ср/> и {Чу-} — две замкнутые ортогональные 
и нормированные системы, то для любой функции / из (Е) имеем: 

СО 

(/. и) = 2 (Л ’*>) (Ч г у. ?/)• 

і=і 

Кроме того, 

СО 

2( ЧГ У- V) (Ч> 91) = »/*. 

І = і 

Ортогональные функции и краевые задачи. Пусть дана 
линейная дифференциальная система 


Ь (<р) + Ір (х) 9 = 0 , 

(/* [? (а); 9 (*)] = 0, Л = 1, 2 , ..., п, 


( 16 ) 


п 

^ ^ (*) 

5=1 


гілт 4 


«/* 



а и р — постоянные и х принадлежит отрезку [а, Ь ]; пусть X,- — 
собственные значения, а <р г — собственные функции этой системы. 
Сопряженная система 

I (<р) + Х/?9 = 0, 

^йіч>И; ?(*)] = о 

имеет те же собственные значения Х г , а собственными функциями 
для нее являются 9 *. Отсюда вытекает формула Грина : если 
і Ф у, то 

ь 

§ 9і9у/’ (*) = 0. 

а 


В частности, если система (16) самосопряжена, то собственные 
функции попарно ортогональны. 
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Рассмотрим в пространстве ( Е ) подпространство (Е'), состоя- 
щее из элементов /( х ), имеющих на отрезке [а, Ь] непрерывные 
производные до п-го порядка включительно, и удовлетворяющих 
условиям 

ЧыШУ. /(*)]- 0. 

Если заданная система (16) самосопряжена и оператор Е таков, 
ь 

что [ /Ц/)с1х имеет один и тот же знак для всех / из ( Е '), то 
а 

можно доказать, что система (16) имеет бесконечно много собст- 
венных значений, причем все эти значения вещественны и соот- 
ветствующая система ортогональных нормированных функций 
замкнута; для этих функций 
ь 

/ Гі ( х ) <р; (х) Р (X) СІХ = Ьц. 

а 

При этих условиях любая функция / из пространства ( Е ') 
может быть разложена в ряд по системе имеющий вид 

со оо * 

У ст = Ъ ЧІ ш/ /{х) ь {х) р (х) йх - (17) 

1=1 1 = 1 а 


Этот ряд абсолютно и равномерно сходится; при этом 

сю Ь 

'У . | ^ | с? < ^ /I (/) сіх (н е р а в е н с т в о Б е с с е л я), 


і = і 


Ѵіс2 = Г 

і = 1 а 


Рі х )Р( х )Ах = ||/|| 2 (теорема Парсеваля). 


Если / — другая функция из ( Е ') и с* — коэффициенты Фурье этой 
функции относительно системы {<?;}, то имеем: 

оо Ь 

Уі УУ|- ОД = ( /(х) /( X ) р (X) ах = (/, /). 

і — \ а 

Эти результаты могут быть обобщены на дифференциальные 
системы более общего вида 


/, (ір) \М (9) = О, 
Рк [? (<*); ? (*)1 


I 


( 18 ) 
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при условии, что эти системы самосопряжены, а дифференци- 

ь ь 

альные операторы 7 и М таковы, что / Д (/) ах и /м (/) ах 

а а 

имеют соответственно одни и те же знаки для всех функций / 
из (Е'), и ортогональность понимается в обобщенном смысле (И). 

Разложение (17) играет большую роль в математической 
физике, так как оно позволяет свести решение неоднородной крае- 
вой задачи 

7 (?) + Ш(<р) = /■ (*); ІГ к = 0; г 6 (Е') (18') 

(а также задачи 

7. (?) + Ш (<р) = 0; 77* = ?(*); ^$(Е'), 

которая сводится к задаче (18') ) к нахождению собственных 
функций дифференциальной системы (18). Для этого достаточно 

СО 

представить искомое решение системы (18) в виде ряда 2 с іЬ и 

і = і 

подставить в дифференциальное уравнение. Умножая обе части 
на Чі и интегрируя, найдем: 

ь 


= т ѣщ/ 


г (•*) (.х) ах. 


Дифференциальная система (16) связана с рассмотрением по- 
тенциала скоростей динамической системы, кинетическая энергия ко- 
ь 


торой равна 


-у/ Ь <*)]' 


р (х) ах. Здесь р ( х ) задает распределение 


масс. Если добавить к этой системе массы, сосреодотченные 
в точках х = х 3 отрезка [а, Ь], то полная кинетическая энергия 
примет вид 

ь 


V 


р (х) [? (х)і 2 ах + ~ V Ра [ ? (х 5 )] г 


5 = 1 


Собственные функции нагруженной системы всюду, за исключением 
точек разрыва х — х 3 , удовлетворяют системе (16), причем можно 
показать, что в этом случае свойство ортогональности относительно 
веса р ( х ) записывается в виде 


/ 


ЬѴР Лх + 2а V = ь ір 

5=1, . 


т. е. в виде (12). 
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Результаты аналогичного вида получаются, если предположить, 
что потенциальная энергий Системы содержит добавочные члены, 
соответствующие изолированным точкам отрезка. 

Ортогональность и базисы в пространстве Гильберта. 
Использованное выше выражение скалярного произведения имеет 
смысл лишь в случае, когда рассматриваются функции, удовлетво- 
ряющие определенным условиям; точнее, когда мы находимся 
в классе функций А 2 . Однако проведенные выше рассмотрения 
сохраняют силу и в более общих случаях. Чтобы дать предста- 
вление об этом, изложим элементы более общей теории, имеющей 
место в абстрактном пространстве, для которого пространство А* 
является лишь частным примером. 

Назовем пространством Гильберта Н множество элементов 
любой природы (не обязательно функций), удовлетворяющих сле- 
дующим аксиомам; 

1. Существует ассоциативная и коммутативная операция, назы- 
ваемая сложением, которая сопоставляет двум элементам из И 
элемент из Н. 

2. Существует ассоциативная, коммутативная и дистрибутивная 
относительно сложения операция, называемая умножением на 
элемент из поля К (чаще всего — поля комплексных чисел), 
применение которой к элементу из Н вновь дает элемент из Н. 

Если /, р, А $ Н, а, Ь а К, то имеем (знак + обозначает как 
сложение в Н, так и сложение в К)'. 

/+^€А/; /+іГ = й г + /; /+ (ё + = (/ + ё) + К 

(/ + § = 8 + А) — > / = А, 

а (/ + р) = а/ + ар; (а + А)/ = а/+ Ь/; (аЬ)/= а (Ь/) 6 Н. 

Из этих аксиом вытекает, что в пространстве Н имеется 
нулевой элемент, обозначаемый 0, такой, что /-|-0=/и что 
аО — 0, 0/= 0. 

3. Существует операция, называемая скалярным произведе- 
нием, которая сопоставляет любой паре элементов / и § из Н 
элемент из К, обозначаемый (/, ^), причем 

(л/, р) = а (/, р); (/+ е , Н) = (/, А) + (р, И)-, 

(/, е) = <*, /)*; (/. Л > 0; (/, о) = о. 

Отсюда вытекает, что если (/, /) = 0, то / = 0. Квадратный корень 
из (/, /), обозначаемый ||/||, называется нормой /; норма обладает 
следующими свойствами: 

II я/ II =N11/11; І!/+*ІІ < П/Н + Ш; я(-і)/о = 11-/11 = 11/11. 

Число ||./ — ^|| называется расстоянием, от / до р; оно удовлет- 
воряет,, очевидно, неравенству треугольника 

• И/— ЯІКІІ/— А || + Н Л — *||. 

Норма / является непрерывным функционалом от /, т. е. если 
/„->/, т0 ШІ-НІ/ІІ. Точно так же (/, р) является непрерывным 
функционалом от / и р. 

Пространство И называется полным, если для любой последо- 
вательности /„ элементов из Н, такой, что Нт ||/ я — / т || =0, 

от, л->оо 
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существует элемент /, расстояние которого до /„ стремится к нулю, 
когда я об. 

Легко показать, что функциональное пространство Г. 2 является 
гильбертовым пространством и что скалярное произведение, опре- 
деленное выше в Г. 2 , обладает свойствами, характеризующими 
скалярное произведение в Н. Сходимость последовательности эле- 
ментов из Н можно определить двумя способами: можно сказать, 
что последовательность элементов /„ сходится к /, если для 
всех И числовая последовательность (/„, $) сходится к (/, §), 
когда гс —> оо (слабая сходимость); можно рассматривать 
и случай, когда ||/„— /|| стремится к 0 при возрастании л (силь- 
ная сходимость, аналогичная сходимости в среднем, опре- 
деленной в Ь 2 ). 

Как и выше, мы назовем два элемента из Н ортогональными, 
если их скалярное произведение равно нулю, и назовем систему 
элементов у,- ортонормированной, если (<р г , = 8,». Элементы 

такой последовательности всегда линейно независимы. В самом 

деле, если скалярно умножить 2 а біь на <ру, то мы полу- 

чим ар отсюда вытекает, что линейная комбинация может равняться 
нулю лишь в случае, когда все коэффициенты а,- равны нулю. 

Множество всех линейных комбинаций элементов образует 
линейное многообразие V (/,■). Говорят, что множество {/;} полно, 
если V (/,) совпадает с пространством //; наименьшая мощность 
полного множества в Н называется размерностью Н. Из много- 
образия в Н всегда можно извлечь ортонормированную последова- 
тельность элементов с помощью процесса ортогонализации Шмидта, 
описанного на стр. 33 для пространства і 2 ; эта последовательность 
будет счетной, если // имеет счетную размерность. 

Если даны две последовательности <р,-, \Г г в Н, такие, что 
(?«. ч ’у) = 6 < 7 > т0 они образуют биортогональную нормирован- 
ную систему, если обе системы полны в Н, то биортогональная 
система называется полной. Понятие биортогональной системы 
является в некотором смысле обобщением рассмотренного выше 
понятия ортонормированной системы. 

Полная ортогональная система в Н образует базис, т. е. 
каждый элемент из Н может быть представлен в виде линейной 
комбинации элементов базиса, коэффициентами которой являются, 
очевидно, скалярные произведения (/, <р,): для доказательства 
достаточно записать, что расстояние от / до линейной комбинации 

^ равно нулю. Далее, если известна биортогональная система 
{?(. Ч 1- ;}. то любую функцию /б Н можно единственным образом 
записать в одном из двух следующих видов: 

оо со 

/= 2 (/. = */>*• 

і = 1 ( = 1 

оо со 

Ряды ^ I (/• ?/) Р 11 2 I (/> Р сходятся. 

і = і і = і 
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Обратно, в полном пространстве всегда существует элемент, 
скалярные произведения которого на элементы данного базиса 
имеют заданные значения, если ряд из квадратов модулей этих 
значений сходится. 

Неравенство Бесселя и теорема Парсеваля, сформулированные 
выше для пространства А 2 , могут быть легко установлены для 
общего случая гильбертова пространства. 
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IV. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 


Пусть на конечном или бесконечном промежутке (а, Ь) задана 
неубывающая функция ЧГ ( х ), для которой существуют все моменты 
ь 

а к = ^ х к 64? (х) (к = 0, 1, 2, . . .), 

а 

причем а 0 > 0. 

1. Всегда существует последовательность многочленов <р 0 (х), 

<Рі (л - ) имеющих соответственно степени 0, I, ... (называемых 

ортогональными многочленами Чебышева). Эти многочлены одно- 
значно с точностью до постоянного множителя определяются соот- 
ношениями ортогональности 

ь 

[ 9т (-*) Чп (х) (х) = 0, тфп, т, п = 0, 1, ... (1) 

а 

2. Последовательность {у п ( х )} бесконечна, за исключением 
случая, когда 'Г (л:) имеет лишь конечное число ч точек роста 
на отрезке а, Ь; в последнем случае система содержит лишь ч много- 
членов ?о(л:), <Рі(х), .... ?•,-!(-*)• 

3. Все нули многочленов ( х ) вещественны, просты и заклю- 

чены между а и 6. 

Если 64 Г (х) = р(х)бх, то функция р (х) называется весом. 
Соотношения ортогональности (1) могут быть записаны в одной 
из следующих трех эквивалентных форм: 
ь 

“) [ Чт (*) Чп (■*) ЛЧ' ( х ) = 0, т ф п; т, п = 0, 1, . . .; 
а 

ь 

Р) / Чп (-*) Х к бЧГ (х) = О, п = 1, 2, . . .; к < п\ 

а 

Ь 

7) / Чп (.*) О п -і (х) ачг(х) = 0, Л = 1.2,... 

а 

Здесь 0 5 (лг) — произвольный многочлен степени < 5. 
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Если 

/ І9п (*)] 2 аѵ (*) = і. 


то многочлены ср„ называются нормированными. 

Основные нормированные ортогональные многочлены 


Многочлены 

Наименование 

многочленов 

Промежу- 

ток 

Вес 

(п + 1) 2 Р п (х) 

Лежандра 

(-1. +і) 

і 

X С ” (х) 

Гегенбауэра 

(-1. +і) 

1 

т 

о--* 2 ) 2 


Чебышева 

(-1. +і) 

_і : 
(1-^ 2 ) 2 

(е 0 = 2, е л == 1, при п > 1) 

1 1 

(2») 4 (л!) 2 Н п (х) 

ГГ (а + п) (і, п) (а + 2л)1‘/. 
иіГ^ГСа+л— (+1) ] Х 
х а п («. к. х) 

Эрмита 

Якоби 

( — со, оо) 

(0, 1) 

х ! 

« 2 

Х^~ 1 (1 — х) л ~'1 

| [г(1+а + л)] 1 " {Х) 

Лагерра 

(0, сю) 

х"е~ х 
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V. МНОГОЧЛЕНЫ ЯКОБИ 


Гипергеометрические многочлены, введенные Якобн в 1859 г. 
являются частным случаем гипергеометрической функции 

о п (“. т. •*) = ^ ( — л. « + «; г< х ) — 


->+2 


^ (—Я, А) (а + я, к) и 


А = 1 


(1, А) (7. -А) 


ЛГ\ 


Четыре первых многочлена Якоби имеют следующий вид: 
С 0 (а, ■(, х) — 1, 

О, (а, 7, х) = 1 — а ~^ 1 X, 

С,(«. т. *) = 1 ~ 2 * + ( “ + 2) ^ + 3 1 

1 7 7(7+!) 

3(а + 3) (а + 4) 


°з( «. 7- ■*) = !— т(т + 1) 


д:* — 

(а + 3)(а+4) (а + 5) 


7 (7 + 1 ) (7 + 2 ) 


х 3 . 


Многочлен Якоби выражается формулой 


С п («. 7. х ) ■■ 


х т (1— X ) 1 


(7- я) 


йд;" 


[х 


7+Я-1 


(\-х) 


Л + П-'І 


\ 


п корней многочлена 0„ различны и лежат на отрезке 0<!дс<1. 

Функции С „ являются решениями следующего дифферен- 
циального уравнения: 

х (1 — х ) У" + [7 — ( а + 1) -*] У' + я (“ + я) У = 0. 

Частные случаи. Многочлены Лежандра (см. VI) 

Л,(*)= 0„(і, 1, 1=^). 

Многочлены Чебышева (см. VIII) 

т п ( х ) = а п { о. у, 
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Многочлены Гегенбауэра (см. VI) 


С; (*) = (-!) 


п (2ч, я) 

(1. п) 


а»( 2ѵ. 


Ѵ + 


1 


4*1 


Производящая функция для многочленов Якоби имеет вид 
(1 — *) 1_ 1Г(1 +лг) г_ “Х 


(і — 1 Ч— 1 — - 2іх + і 2 ) Т ‘(< + 1— Ѵі — Их + Р ) 


X 


*-г 


оо 

_ V /_ п » (-7' о 

- ^ (1) (1, я) 

п - О 


я ( а> т> і т^) л 


Соотношения ортогональности для этих многочленов таковы: 

і 

/ ^ Т-1 (1 — ^ а “ Т (<». 7> *) Ъп («. Т» *) ах = 

О 

Г 0, п Ф т, 

= і Г(«+Я- Т +1)Г( Т ) я! 

( Г(«х + и)( 7 , Я) а + 2я ’ 


Сеге Д. [ 9 ]. 
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VI. МНОГОЧЛЕНЫ И ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


Многочлены Лежандра. Многочлены Р п (х) или коэффициенты 
Лежандра (1785) определяются с помощью разложения 

_1_ (X) 

О— а* + **Г* =2я л (х) і » 

п = О 

при 1 1 1 < тіп | д: ± }Л* 2 — 1 1, 

1 со 

{ 1-Ух + Р)~ 2 = Ѵр лМ ' 


л = 0 


откуда следует 

р < х \ = • V 

2" (я!) 2 А 


при | і | > шах \х ± Ух 2 — 1 1 , 


хГд* | п(я — 1)(я — 2)(я — 3) 1 

А Г 2 (2« — 1) ^ 2-4 (2/г— 1) (2/і — 3) * —•••]• 

В зависимости от того, четно или нечетно я, имеем следующие 
выражения для многочленов Лежандра: 


Р*п(х) = (-!)' 


„ 1-3 -5... (2/1 — 1) 


2-4. ,.2/і 


X 


*[ 


2/г (2п + 1) 


2/г (2п — 2) (2/г + 1) (2/г + 3) 4 


1 2 : — х х . - 

1 • 2 ■* Ь2. 3-4 


Л„+ . (■*) = (- !)"— - V. - ѵХ 


х[ 


1- 


2/і (2/г + 3) 


■* 2 + 


2 п (2/г -2) (2/і + 3) (2/г + 5) 


Отсюда 


1.2-3 1 1-2-3. 4- 5 

Рп (1) = 1. Рп (- 1) = (- 1)". 






/Ѵн(0) = 0, Р іп (0) = (- 1)" 


.<2я)» 

2 2 " (/г I) 2 • 
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Первые многочлены Лежандра имеют вид 

Р о ( х ) = 1> Р 1 (х) = х, 

= \ (3x2 - 1 ), Р 3 (х) = 1 (5x3 _ Зх у 

Р, (л:) = 1 (35х 4 — ЗОх 2 + 3), Р 5 (х) = 4 (63х 5 — 70х 3 + 15х), 

О О 

Р 6 (х) = (231x6 — 315х 4 + 105x2 _ 5) 

Р 7 (х) = (429х 7 — 693x6 + зі 5 ^з _ 35х ), 

Р 8 (х) = 4 (6 435х 8 — 12 012x6 + 6 930х 4 — 1 260x2 + 35), 

Р 9 (х) = -Д=- (12 155х 9 — 25 740х 7 + 18 018х 5 — 4 620х 3 + 315х). 

І2о 

Многочлены Лежандра выражаются с помощью гипергеометриче- 
ского ряда 

Рп(х) = г(-п, л + 1; 1; 


Полагая х = соз О, получаем 


Я п (соз Ѳ) 2 1п (п\) г 
1-3 


1 


+ 


[соз пѲ 4- у соз (п — 2) Ѳ 4- 


- соз 


1-2 (2п — 1) (2/г — 3) 

Р 0 (соз Ѳ) = 1, Р, (соз Ѳ) = соз Ѳ, 

Р 2 (соз Ѳ) = -і (Зсоз 20 4- 1). Рз (соз Ѳ) = -і- (5соз 30 4- Зсоз 0), 

Р 4 (соз 0) = -і- (35 соз 40 4- 20 соз 20 4- 9), 

Р 5 (соз 0) = (63 соз 50 4- 35 соз 30 4- 30 соз 0), 

Р 0 (соз 0) = ~ (231 соз 60 4- 126 соз 40 4- 105 соз 20 + 50). 

Соотношения ортогональности: 

+ 1 С 0 при т Ф п, 

{ Рт (X) Р П (Х) ЙХ = | 


1 

+ 1 


при т = п. 


2л + 1 

§ х к Р п (х) Ах = 0 при к = 0, 1 п — 1, 


- 1 


48 VI. МНОГОЧЛЕНЫ И ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 

1 


к (к — 1) ... (к — п + 2) 


I X к Р < х) (ІХ = ^ № 1 ) • 

Ц п (к + п + 1) (к -\-п — 1) . . . (к — п + 3) ’ 

2 к п 9 

І./ Р 2п(С08в)ав= , 


2л: 


~ / Ргіг + І (соя 0) С 08 6 40 = - С - 2 | 4 ^ 2 . 
о 

Формула Олинда Родрига (1816): 

Рп (■*) = 2л^Г К* 2 — 
Интегральные представления. Лаплас (1825): 

ТС 

Рп(х) =і/ С08 <р)" й(р. 




(л: ± "К X 2 — 1 С08 (?) 


7ЙТ* І аг 8-Ч<- 5 


2 • 


М е л е р (1872): 


„ С08 1/2 -| у \ Ф* 

Р„ (С08 Ѳ) = - / —=====- 
я ^ У 2 (сов «Р — С 08 Ѳ) 

о л віпіл+і)'? 

0) = - / . Ѵ ^ ' лил 

п •' У 2 (С08 Ѳ — С08 Ч') 


Р п (С08 


Многочлены Гегенбауэра. Многочлены Гегенбауэра СЦх) 
определяются с помощью производящей функции 


(1-2>л: + *’)-= 2 С п (х)і п 

п~0 
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и сводятся к многочленам Лежандра при ѵ = 


• Имеем: 


С п (х) = 


Г(л + 2ѵ) 
Г(п + 1)Г(2ѵ) 


Р(—п, п + 2ѵ; ѵ + і; 


^ зіп 2ѵ Ѳ С п (С 08 0) С" п (С 08 0) М - 
о 



- 1 °. 

I 2 2 *- 1 


Г(2ѵ + я) 
л!(ѵ+л)[Г(ѵ)] 2 ’ 


тфп, 


т = п. 


Дифференциальные уравнения Лежандра. Многочлены Р п (х) 
являются решениями дифференциального уравнения 

(1 — х 2 ) у" — 2ху' + л (л + 1) у = 0. 

Это уравнение есть частный случай уравнения 

І[ (1-Д:2) Й] + ѵ(ѵ + 1) >' =0 0) 


при 1 — п (целое положительное). Если | лг | < 1, то уравнение (1) 
имеет решение при всех значениях ѵ, называемое функцией Ле- 
жандра первого рода: 

РЛх) = р(-ч, -Ѵ+1; 1; 

Этот гипергеометрический ряд (см. главу I) сходится, если 

I -ѵ — 1 1 < 2; 

Р., (С08 0) = /=^— V, ѵ + 1; 1; 8Іп 2 -^. 

Имеют место равенства 

Р,(х) = Р-.,- х (X), 


Р, ,0) = - Г (дфі) г (_ -’ ) . 

2я 2 

Решением уравнения (1) является также функция Лежандра 
второго рода. В случае, когда ѵ не является отрицательным числом, 
она определяется равенством 


<?•» (х) ■ 


г С+1>г(4) 




ѵ + 1 


4 + 2 
2 ’ 




4 Кампе де Ферье и др. 
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Этот ряд Сходится при |х| > 1. В частности, 

Ѵ,(.ѵі - г л Л ! - 

<? 2 (*) = і(3^_і)!п^±! ~І Х - 

Рз(*) = |(5*з-3х)1п^-.|х* + -| ) 

Оп (х) =\р п {х) Іп ^±і - Ц7„_, (х), 


где (К р и с т о ф ф е л ь): 
Ѵ п _ Л х) = ^±Р п _ Лх ). 


Имеют место неравенства 
I Я ѵ (сое 0) | <- 


2п — 5 


3 (л — 1) 


: (•*■) + 


+ 5(л — 2) р п-ь( х ) + 


(?ѵ (соз 0) I < 


у/* к 

У"ѵ 5ІП 0 


У"" Ѵ7І ЗІП 

Рекуррентные формулы: 

(ѵ + 1) Я ѵ+1 (х) - (2ѵ + 1) дс />, (х) + ѵ Я ч _, (х) = О, 

(х 2 - 1) я; (х) = ѵх Я ѵ (х) -ѵР,., (х), 

^+1 (лг) — х Я' (х) = (ѵ + 1) Я ч (х). 

( ѵ + !) <?ѵ+і (*) — 2 (ѵ + 1) х (?, (х) + ѵ 0|_, (х) =0, ѵ ф О, 

^ і (а‘) — х Р 0 (х) -(-1=0, 

<?» + і (*) — X (?' (X) = (ѵ -|- 1) (? ѵ (х), 

(х 2 — 1) о' (х) = ѴХ 0, (х) — V <5 Ѵ _ 1 (х). 

Присоединенные многочлены Лежандра. Решая с помощью 
разделения переменных уравнение Лапласа в сферических коорди- 
натах, приходим к дифференциальному уравнению 

ИНТ ж ( 5І " 0 ж) + [ ѵ (ѵ + ! > — ІЙПГ ) у = °- 

Полагая в этом уравнении со$0 = х, имеем: 

- " а 


йх 


І< 1 П|]+[-(.+л~ т у,=« 


(2) 
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Если ч и являются целыми числами п, т, где т = 0, 1*..,, л, 
то частные решения уравнения (2) называются присоединенными, 
многочленами Лежандра или, иначе, сферическими функциями 
первого рода целого порядка : 

т 

Р ? (•*) = (-1) т (1 Рп (*)'. 


рт (хл _ (1 _ х 2) 2 (" + «)> * 

Р п (х) - ( х > 2 т т\(п-т)\ Х 

— л, /л-|-л + 1; /и + 1; ^ ^ Х 

(— 1) т (п + т)\ 


)- 


п + т ) I ,, _ а . 2 ( , _ (я — т)(/л + л+ 1) 1 — -У , 1 
2 т /и!(л — т)! ѵ ’ ( 1!(т+1) 2 

(п — т )(п — т — 1) (т + п + 1 ) (л + т + 2) ^ 1 — х\* | _ 


2! (т+1)(т + 2) 


_ (~1) т (2я)І п _ 2 Г п _т _ (п — т) (я — т-1) „_ т _ 2 

~ 2"п! (л — /я)! * > Г 2 (2л — 1) + 

(я — т) (л — и — 1) (я — ш — 2) (я — т — 3) „_ т _ 4 1 __ 

+ 2 • 4 (2л — 1) (2л — 3) 

(— 1) т (2л)І Гг ( т— п т п + 1 . 1 1\ 

2"л!(л — /и)И ’ \ 2 ’ 2 ’ 2 ’ а 2 ]' 

Соотношения ортогональности. Имеем: 

I 1 ( 0 при тфт\ 

/ Рп (■*) р п ’ (■*) ** = 2 (л + ти)! 

• I 1ЙП Т » ~я) Г при т =т> 


-1 

2и к 


/ <**/ е ±ітѵ е Тіт ' , Р™ (сое 0) РЦ' (соа 0) зіп 0 40 = . 

0 0 

Р п (С08 Ѳ С08 0 х + 8ІП Ѳ 5ІП 0 х С08 (<р — ср х ) ) = Я л (С08 0) (С08 0 х ) + 

+ 2 2 (ц + шІг Я " (С05 Ѳ) (С08 Ѳ ) С08 И (? — *’>• 


т = 1 


Присоединенные функции Лежандра. Пусть ч-)-|л не равно 
целому отрицательному числу. Тогда уравнение (2) имеет линейно 
независимые решения Р ^ (а) и <3!^ (а), называемые присоединен- 
ными функциями Лежандра первого и второго рода и спреде* 


4 * 
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ляемые равенствами 

(тЙГ - + 1 ' ^). 

«•<*>” И м ““ (дг) ] ■ 

Последнее выражение теряет смысл, если р = ± т = 0, ±1, ±2, . .. 
В этом случае полагают 

<?Г (*)=(~1) т (1 - хУ -5т <3, (*), 


07 т (х) = (-1)" 


Г(ѵ — т + 1) т 


Г (т + /я + 1) 


<1? (х), 


р? (*)=*(- У (1-х 2 ) 


,2тТ а т 


ах т 


р, (.х). 


В частности, 


Р*( 0) = 


Г* 2“ 


г(^ + ,)г(: 


- V — р + 1 ^ ’ 


<3? (0) = 


№4 


— у +'^.(4Ч .}Л + 2 ■ 


[к р .'Ч, 0 - 


2 |іИ 8ІП ( 

’Г-)г(’ + 5 + *) 

г| 

(Д=|±1)^ 


т ,/ ѵ + ( л 4-2\ 

= 2 1 * ]Лі С08 

(^,Р 2 ) 

\ 2 х ; ѵ— р4-і ^ ’ 

1 

^( 2 ). 

Г(1-,х) 

= С08 ( (ѵ 4- р) ТС) рѵ (X) — 8ІП ( (V 4- р) 

1 

(І-8ІП ѳу. 

г ( 1 4 - ѵ) 
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~ Рекуррентные соотношения: 

Р^і(х)^Р* (х), 

ар* (. х ) 

(1-**) ^ ■■ - =і(і> + 1)Х^(ДС)-(ѵ- 1 і+1)/» +1 (Л)=і 

= - ѵл: Р* (х) + (V + Р) П_! (*) = 

— ѵт — лг 2 Я^ +1 (х) — (ххЯ^(ж) = 

= (ѵ — (і. + 1) (ѵ 4- р) /і-а: 2 /»->(*) + И*/* (х), 
(2у + 1) хР* (х) = (у-ц+ 1) Р* +1 (х) + (ѵ + ;л) Р*_ { (х), 


Р'; + 2 (х) + 2 (|х+ 1 )- 


К+ 1 <-*) + 


Ѵі—х 3 

+ (ѵ — іі) (ч + (X 4- 1) р * (х) = О, 

(Т* — И) (-; - (X 4- 1) Р* +1 (X) = (V 4- р) (ѵ + [ х4-1)Р^_ 1 (аг)4- 

+ (2ѵ 4- 1) Ѵі-х 2 Р* +1 (х), 

Р*. 1 (*) - ■* Р'І (*>«(ѵ-р + 1) /і-А 2 Р *- 1 (X), 

X Р* (X) - Р* +1 (х) = (, + (X) Ѵі-х 2 Р*- 1 (X), 

<* - [X) X Р* (X) -(V 4- р) /*_, (X) = У 1-х 2 Р* И (X), 

(V - Р 4- 1) Л\ 1 (X) - (> 4- Р 4- 1) * /» (А) = -а: 2 Р*+' (а:). 

Интегральные представления: 


^ 1 -г / — ГТТ / 

1 V ,А+ 2') 0 


С08 


( ѵ + т) <? ‘* <р 


(С08 9 — С08 0) 


Р„ 11 (С08 Ѳ) : 


О < Ѳ < я, Ке [х < 

1 


Г(ѵ4-|х4-1) 


/ 


1_ 

2 ’ 

I С 05 ( 


Ур. (і 8 іп о) е и. 


о 


<0<^-, Ке (|Х 4- V 4- 1) > 0. 


Асимптотические разложения. Если [х вещественной |ѵ|2^>1, 
1 ѵ | [х, 1 аг§ ѵ | < п, то 


Р* (С08 0) 


= _2_ Г(ѵ4-Р+1) С08 [( ѵ+ 2)° 4 + 2] г П \1 

ѴТ Ѵ2ЖТ ЬЛГ 
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Если ѵ и (л вещественны и положительны, ѵ^>р, то 


Т7ІшТ“ > [( > +т)*-Т+-т] + 0 




Ряды многочленов Лежандра. Многочлены Р п (х) ортого- 
нальны на отрезке [—1, 1]. Любая функция /(х)^Ь 2 [— 1 , 1] разла- 
гается в смысле сходимости в среднем на этом отрезке (см. главу III) 
в ряд по многочленам Лежандра. 

Если рассматривать х как комплексное переменное, имеем сле- 
дующую теорему: 

Всякая функция /( х ), голоморфная внутри эллипса с фоку- 
сами — 1 и +1, может быть представлена в виде ряда 


ОО 


/ (х) 2 &пРп ( х )< 


который равномерно сходится внутри этого эллипса. 


БИБЛИОГРАФИЯ 


Гельфанд И. М., М и н л о с Р. А., Ш а п и р о 3. Я. (21. 
Гобсон Е. В. [3]. 1 ^ 

Лебедев Н. Н. [6]. 

Сеге Д. [9]. 

Уиттекер Е. Т. иВатсон Г. Н. [12]. 

Ь е п $ е [23].4 

Мае ЦоЬегІ Т. М. [24]. 

К о Ы п и [32]. 

5 п о іѵ С. [33]. 
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Сферическими многочленами Р п {х, у , г) называют однород- 
ные многочлены от переменных х, у, г, удовлетворяющие уравне- 
нию Лапласа 

/ д 2 , д 2 . д 2 \ п . . . 

\дх 2 + ду 2 + дг 2 ) Р " У ' 2 ) °‘ 

Существуют 2п + 1 линейно независимых друг от друга многочле- 
нов Р п ( х , у, г) степени п (например, при п = 2 — пять многочле- 
нов х 2 — г 2 , у 2 — г 2 , у г, гх, ху). 

Если перейти от координат х, у, г к сферическим координа- 
там г, Ѳ, <р по формулам 

X = Г 5 ІП Ѳ С08 <р, у = Г 8 ІП Ѳ 8 ІП ср, 2 = Г С 08 Ѳ, 
то многочлены Р п (х, у, г) примут вид 

Р п (г, Ѳ, <р) = г п К„(Ѳ, ?), 

где V п зависят лишь от угловых переменных 6 и <р. 

Функции У п (Ѳ, <р) называются сферическими функциями Ла- 
пласа или сферическими гармониками на поверхности. Функции 

г п У п (Ѳ, <р) и ■ д +1 К„(Ѳ, р), т. е. решения уравнения Лапласа, на- 
зываются пространственными сферическими гармониками. 

Существует 2/г 1 сферических функций Лапласа порядка п. 

Эти функции У п (0, р) являются решениями уравнения в част- 
ных производных 


г 

, С08 Ѳ 

5 1 

[ аѳ 2 

' 8ІП Ѳ 

ЙѲ 1 


п(п+ 1) 


1 

8ІП 2 Ѳ 



= 0 . 


Отсюда вытекает общее выражение функции У п (Ѳ, <р) через мно- 
гочлены Лежандра 

п 

У п (6. <р) = а 0 Р п (С08 0) + 2 ( а т с08 т< р + Ь т 8ІП т Ч) Р п ( с08 Ѳ )> 

/и = 1 


где а 0 , а и а п \ Ь и Ь п — произвольные постоянные. 

Функции У л = Р п (сов Ѳ), которые обращаются в нуль на после- 
довательности параллелей, рассекающих сферу на зоны, часто на- 
зывают зональными сферическими функциями. Функции 

Р Л (С08 6) С08 л<р И Р" (СОЗ 0) 8ІП П<р, 
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которые обращаются в нуль на множестве меридианов, рассекаю- 
щих сферу на п секторов, называют секториальными сферическими 
функциями. Функции Р™ (сое Ѳ) соз ту и Р ™ (соз Ѳ) зіп /щр, 0 < 

< т < п ' „ К0Т0 Р ые обращаются в нуль как на последовательности 
параллелей, так и на последовательности меридианов, рассекающих 
зону на четырехугольники, называют тессеральными сферическими 
функциями. 

Часто, особенно в квантовой механике, применяют 2 п 1 сфе- 

рических функций: 

У„ ( ѳ - ?) = Р% (соз 0) е Іт? , 

где — я<: т <; п. 

Функции К,7(Ѳ, <р) ортогональны на единичной сфере. Через 
(°. ?) обозначают функции, комплексно сопряженные с функ- 
циями У * (0, <р). Тогда 


2* 


/ / 


К‘ 


(о, у) к™ (Ѳ, ср) зіп о аь 


а<( = 


(п + т) ! 4л 
(я — т) ! 2п -{- 1 


^пп'^тт'- 


В спектроскопии и ядерной физике часто используют нормирован- 
ные сферические функции 


07 (в. ?) = [ 


(2я + 1)(я — /я)1 
4л (я /л) I 


] 2 П ! (0. ?)■ 


Для этих функций 


07 (в, ?) = (- 1) т ?) я - т , 

/ / (в. ?) 07' (0. ?) й в *0 


2тС Г тс 


а<( = ь пп .ь 


пп ' гпт ' • 


Функции У^(Ѳ, у) образуют полную ортогональную систему функ- 
ций на сфере. 

Любая функция /(Ѳ, <р), непрерывная вместе с производными 
до второго порядка включительно, может быть разложена в абсо- 
лютно и равномерно сходящийся ряд по сферическим функциям 
Лапласа. 

Имеем: 


/(9. 9) = 2 а «- о р п (соз Ѳ) + 

п =0 I 


П 

+ 2 ( Й Л’ т СОЗ Ш<р + Ь„, 
т = 1 


т 8ІП «г) р п ( с08 е ) 


]• 
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где коэффициенты а п> 0> а п , т , Ь Пі т , определяются формулами 

тс тс 

а„, о = •- [ [ /(Ѳ, ?) Р п (соз 0) зіп Ѳ М сіу, 

— тс О 

тс тс 

а п . т = 2П ^ 1 ^. " те )1 ,/ ,[ ? * 0, ^ ( С08 Ѳ ) С08 т Ч 8ІП Ѳ 

— тс О 
тс тс 

ь п, т = / / / ( ѳ - т) (соз Ѳ) зіп зіп Ѳ оГѲ тЛр. 

—я О 

В частности, пусть 

соз ^ = соз Ѳ соз Ѳ' + зіп Ѳ зіп Ѳ' соз (9 — 9'). 

Тогда 

Р п (соз 9) = Р п (соз Ѳ) Р п (соз в') + 

П - 

+ 2 У] ~ (4тт) Г С08 т (? “ Р я (С08 Ѳ) Я я (С08 ®')' 

/Я = 1 

тс тс 

/ [ (°. <Р) /’п (соз 7) зіп Ѳ ^9 = К„ (Ѳ', 9'). 

—тс О 


В квантовой механике рассматривают оператор 


1 * = - ІН { У Ѣ- г -^) ==іН {^ 

1 > = - іН ( г іг - ■ ■* І) = - ІІІ ( С08 * 

ѵ-- /А (*?7“ у 'й-)"“ /А 

^ 2 =(^) 2 + ( іу ) 2 + (4) 2 . 

Тогда имеем: 

іѴ™ (Ѳ, 9) = _Л 2 (. 

_ /,2 


<эѳ 


Й9 ’ 


соз 0 


зіп и 

д соз 


"'І)’ 


дѲ 


ЗІП I 


д \ 

1ср ^)- 


1 ( д 2 , 

соз Ѳ 

Й 1 

1 д г 

1<}Ѳ 2 I 

зіп 0 

дв 1 

зш 2 0 Й9 2 

+ 1) У? 

( ѳ . ?). 




)>? = 


где I — целое положительное число, — / < т < Л 

Таким образом, функции К^(Ѳ, 9) являются собственными функ- 
циями оператора Ь г , соответствующими собственным значениям 
т ( I + 1 ). 
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Имеют место соотношения 

і^+іЬу) кг (в. ?) = 

= Не‘ (т+1) 9 ( Ж ~ т ж) Р ? (С ° 8 Ѳ > = - НУ ? + ' («• »). 
- и,) К <«. л - - Чэт + " жг) - 

= *(/+«) (/-т+1)КГ -1 (0. ?). 

і г КГ(Ѳ, ? ) = ЛтКГ(Ѳ, ?). 

Рекуррентные соотношения для многочленов Лежандра позво- 
ляют легко вывести ^формулы Дарвина 

(■^+'|г)/м , 'Г (*■*)= 

-8гЫ(5г+ і т ± )'<'> Т-Ѵ -(у-4)/м г? + Ѵ]. 

= 2гГг [к + т) К+ т (-37 + / <г ) — 

- (( - * + 1) (1 - * +2) (А - і) / (,) У"- 1 ] . 

/ (О Т <». « = - 2(ТГ {('+”) (у + -Ш-) / (0 1Т-, + 


Г е л ь ф 
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Тригонометрические многочлены Чебышева (1899) первого 
рода Т п (х) и второго рода ІТ п (х) задаются выражениями 

Т п (х) = соз (п агс соз х) = ~ [(х + іУ 1 — х г ) п + (х — іУ 1 — х 2 )"], 

ІГ п (х) — зіп (л агс соз х) = ~ [(х + іѴ 1 — х 2 )" — (х — і \ — х 2 ) п ], 

откуда 

Т п (х) = х п - С 2 „х п ~ 2 (1 - х 2 ) + 

+ С 4 х п ~ 4 (1 - х 2 ) 2 - С 6 п х п " 6 (1 - х 2 ) 3 + 
и„ (А = УТ^7 2 [С\х п - 1 -С 3 п х п -Ч\-х 2 ) + С 5 п х п ~ 5 (\-х 2 ) 2 -. . 
т п (х) = 2 я_і [х*- х + - п( ;- 3) * я -< - 


п(п — 4) (л — 5) 
3! 2 6 


* я - 6 + ...], 


С/„ (х) = /1 - х 2 2 я - 1 [х я ~' - х *-* + 


( Я _3)( П _4) (п- 

' 2 ! 2 4 


-4) (л -5) (л -6) ) 

3! 2 6 + •••]* 


Имеем: 

т_ п (х) = т п (х), и _ п (X) = -и п (х). 

Аналогично вводятся многочлены 

Ѵ п (х) = соз ( п агс зіп х), ІГ„ (х) = зіп ( п агс зіп х), 
для которых 

^ 2 п(А = ( 1) Я Т гп (х), ^ 2 Л +1 ( Х ) — ( 1) Я & 2 П + 1 (•*)> 

V*, (А = (-1) л+1 Ѵ 2п (А. ^„ + > (А = (-1)" П п+1 (X). 

Имеем: 

7я(1)=1, 7- я (-1) = (-1) л . Т іп (0) = ( — 1) я , Г 2я+1 (0)=0, 

і/ я (1) = 0, і/„(-1)=0, и 2п (0) = о, ^, я + ,(0) = (-!)*. 
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В частности, 

Г 0 (*) = 1, Т , (х) = х, Т 2 (х) = 2х 2 — 1, 

7' 3 (*) = 4* 3 — 3*. Т, (х) = 8л: 4 — 8л: 2 + 1, 

7" 5 (х) = 16х 5 — 20* 3 + 5х, 

Т е (*) = 32* 6 — 48х 4 + 18х 2 — 1. 

Т 7 (а) = 64х 7 — 1 12* 5 + 56х 3 — 7х, 

Т е (*) = 128л: 8 — 256х 6 + 160л: 4 — 32х 2 + 1, 

Г 9 (*) = 256х 9 — 576* 7 + 432* 5 — 120* 3 + 9*. 

Г, „ (*) = 512* 10 — 1280* 8 + 1120* 6 — 400* 4 4- 50* 2 — 1, 

п\ 


= (-!)" 2" 


■ іл — * 2 44г (і — х 2 ) 2 , 


72 Л)Г г ‘ — л й*"" 

//„ (*) = 0, 7/, (*) = ѴТ=Т\ и г (*) = /і — * 2 2*. 
і/ 3 (*) = /П^* 2 (4* 2 — 1), и, (*) = /1— * 2 (8* 3 — 4*), 
Т/ 5 (л) = ^Г^Зс 2 (16* 4 — 12* 2 4- 1). 
и 6 (х) = ]Л— * 2 (32* 5 — 32* 3 4- 6*), 
і/ 7 (*) = /П^х 2 (64* 6 — 80* 4 4- 24* 2 — 1), 

Т/ 8 (*) = /і — х 2 (128* 7 — 192* 5 4- 80* 3 — 8*), 
и я (*) = V 1— * 2 (256* 3 — 448* 6 + 240* 4 — 40* 2 4- 1), 

Ц ій (*) = Ѵі—х 2 (512* 9 — 1024* 7 4- 672*5 _ ] 60л .з + ю*). 


п\ 


гіп - 1 


и п (*) = (— 1)*- І 2«я -щг -^=1- (! - * 2 ) 


откуда 


</х 

йх 


Г. (*) = 


/т=: 


Ѵп (х), 


и„ (х) 


Ѵг 


Та (X). 


Производящие функции. Имеем: 


1 — іх 
1 — 2іх + і 2 


1— і г 

1— 2<*4-< 2 


V) Т п (х) і п , 

П = 0 

оо 

«.г, (*)<», 


/ 1=0 


і < 1, 


е„ = 2 при п > 0, 
е о = 1» 
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1п 


1 


«1, 


Уі г — 2іх-\-\ 


Л = 1 


СО 

1 ѵ 1 и 

— 21х + 1 ~ / 1 — • -* а 

1 л=1 


(X) I 


П~ 1 


і< 1. 


Дифференциальные уравнения. Функции Т л (х) и И п ( х ) 
являются линейно независимыми решениями уравнения 
(1 — х 3 ) у" — ху' + п г у = 0. 


Рекуррентные соотношения: 

Т п+ , (х) - 2хТ п (х) + 7- л _, (х) = 0, 
II п + , (х) - 2x11 п (х) + и , (*) = 0. 


Соотношения ортогональности: 

і * 

[ Т п (X) Т т (X) = / С08 цЭ соз тЬ М = 

О 


і * 

/* =/ зіп лѲ 8Іп тѲ йѲ = 


О, 

71 

2 " ’ 

. 

О, 

я 

у. 

О, 


т ф п 
т = п ф О, 
т — п — О 

Я! Ф п . 

іп — пф О, 
т — п = 0. 


Корни многочленов 7'„(л:) = 0 и 1/ п (х) — 0 вещественны, раз- 
личны, перемежаются и лежат на отрезке [ — 1, +1], причем л = ± 1 
являются корнями и п (х). 
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IX. МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА 


Многочлены Эрмита Н п (х) (иногда обозначаемые Не п (х )) 
были определены Эрмитом в 1864 г. с помощью производящей 
функции 


іх 

е 


I 2 оо 

2 =2 "«<*)■ 

п - О 


п ! * 


Из 


этого равенства вытекает 

X 2 

"»(■*) = (-!)"« 2 


а п 

йх п 



Некоторые авторы вместо многочленов Н п (х) рассматривают 
многочлены которые определяются формулой 

Л 

К (*) = 2 2 х). 

Формулы для многочленов Н п легко преобразуются в формулы 
для Н п ; например, производящая функция принимает вид 


( е *’)• 


2 я» 

П - О 

Далее, 

К 

Общее выражение многочленов Эрмита дается формулой 

Н п (х) = Х*- х п -2 + 

I 1 п(п — 1)(п — 2) (я — 3) _ 

-Г 2 г 1. 2 • • 




= 2 - ( ~ 1); ^ х*г* 


)=0 


2' 


( 1 . І) 
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Я„ (лг) является многочленом степени л по х, который содержит 
лишь члены той же четности, что и х п \ 

Н 2п ( — х) = Я 2я (х), 

Н 2 п+\ ( х) = Н 2п +і (лг). 

Можно записать Я„ ( х ) по возрастающим степеням х в двух 
различных формах в зависимости от четности л: 


н (х) — ^ ' Гі 2 П х г 1 2 2 П ^ х' 

Нгп(х)- 2 п л! I 1 1-2 + 1-2- 3-4 "•]' 


л (л 1) 


н ,. 


(Х) = 


(- 1)4 (2 л + 1)1 

2 я л! 


[* 2 1 • 2 • 3 х3 + 


+ 1 . 2 . 3 . 4. 5 * •••]• 


Эти выражения непосредственно отождествляются с рядами 
Куммера (см. главу II): 

(-1)” (2л) ! 


Н 2п (х) = 


Нт+\ ( Л ) : 
Мы имеем: 


2гг) ! 1 . * 2 \ 

2 я л! 1 1 * ’ 2 ’ 2 )’ 

(_1)4 (2 л + 1)1 , /_ 3 ^ \ 

лі * ,У Ч ’ 2 1 2 /' 


2 я 


ІІ2П (0) = 


(-1) я (2л) ! 


2 я 


л! 


н' 1п (°) = °- 


Н 2п +\ (0) — о, 

(_ 1)4 (2л + 1)! 


я; 


2л + 1 


( 0 ) = 


2 я 


Явные выражения первых многочленов Эрмита таковы: 

Я„ — 1, Я, = х, Н 2 = х г — 1, 

Я 3 = л: 3 — Зл:, Я 4 = * 4 — 6л: 2 +3, Я 5 = л: 5 — Юл: 3 + 15л:, 

Я 5 = х 6 — 15л: 4 + 45л: 2 — 15, Я 7 = х 7 — 21л: 5 + 105л: 3 — 105л:, 
Я 8 = л: 8 — 28л: 8 + 210л: 4 — 420л: 2 + 105. 

Производной многочлена Эрмита снова является многочлен 
Эрмита: 

= л (л — 1) ... (л — к + 1) Н п _ к , 0<А<л. 

Отсюда вытекает 

н п (■* + *) = Ч) + у ля„_, (х) + А 2 Я „_ 2 (*)+... 

Между тремя последовательными многочленами Эрмита имеет 
место рекуррентное соотношение; 

Н п (х) — х Я„_, (лг) + (л — 1)Я Л _ 2 (л:) = 0, л > 2. 
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IX. МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА 


Уравнение Н п (х) = 0 имеет п вещественных корней, переме- 
жающихся с корнями уравнения Я„ +1 (х) = 0, попарно симметрич- 
ных относительно начала координат и не превосходящих по абсо- 


лютному значению величины 

Многочлены Н п можно представить в виде определителя 




п(п — 1) 
2 


X 

п— 1 

0 

0 . 

. 0 

1 

л: 

п — 2 


. 0 

0 

і 


п — 3 . 

. 0 

0 

0 

0 

0 .. 

. х 


Они допускают также интегральное представление 


нм ~т/ <*+ 


/у)" е сіу, 


Формула сложения: 


А 

.24 2 


( Й 1 + ■■•+ 4 )' 


р! 


//„ 


Ч\Х [ 4 - ... 4 ~ а п х п 
Ѵв?"+ ... +а 2 п 

т т 

Е 


' н т ( х \) • ■ • н т (•*„). 


Частные случаи: 

(а) а, = ... — а п =1, лг, = ... =х п = х, 


п 2 НЛѴпх) = 


Е 


р! 


т 1 І"...я*„І (*)••• Я ш п (*)■ 


т 1 + ...+т /) =р 

(Р) л = 2, Й! = а 2 = 1, .*, = /2 лс, ж 2 = УТ у. 

ТН,^х + у)= V Н р (х) Н д (х) Н г (у) Н 8 (у). 

р+7+Г+.?=р. 

Дифференциальные уравнения. Многочлены Н п ( х) являются 
решениями дифференциального уравнения 

у" — ху' + пу = 0. 

Рассмотрим дифференциальный оператор 
, /..ч ^ 2 У Лу 
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Тогда 






Если у является решением дифференциального уравнения 
А п (У) = О, 


то его производная порядка к удовлетворяет уравнению 

А п-к( У) = °- 

Если п — целое число, то общее решение дифференциального 
уравнения Эрмита можно представить в виде 

У = АН п (х) + Вк п {х). 

Функции к п ( х ) — функции Эрмита второго рода, не сводятся 
к многочленам и могут быть выражены лишь с помощью трансцен- 
дентных. функций 


X- X у 2 



О 


Функции второго рода выражаются с помощью вырожденных 
гипергеометрических функций 

л 2 л (*) = (— 1)"2 л я! а: і/ 7 , (і — п; 

^2п+ 1 ( х ) — ( — 1) л+ 1 2" га ! ,/=■. (— -5-— «: ТГ)’ 

при этом . 

А. л (0)=0, А 2п+ і (0) = ( — 1 ) л+ 1 2 я п ! 

^ 2 л (0) = ( — 1)” 2” п !, л' л+1 (0)=0. 

Так же как и для функций Н п , из свойств оператора А п (у) 
вытекает, что для Н п 

-=-^- = п(я— 1) ... (л — А + 1) Л л _*, 0<А<п. 

дх* 


Определитель Вронского дает следующее соотношение между ре- 
шениями Н п и К п дифференциального уравнения Эрмита 

х*_ 

Н п ( А ) Н 'п ( А ') — Н 'п ( А ) Н п ( А ) = п ! е 2 - п > °> 

или иначе 

— 

Нп (х) Л л _ , (х) — Н п _ , (х) А„ (л) = (л — 1)! е 2 , п > 1. 
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Отсюда следует 

X у 2 

К ( х ) = ^ б 2 й У> 

о 

ІІ 

Ь 1 (х) = Н 1 (х) Н 0 (х) — е 2 

и вообще 

д? 

К № = Пп (х) К (х) — 0„_ , (х) е 2 , 

где 0„_, — многочлен от х. Вот первые такие многочлены 

О 0 = 1, Оі = х, 0 2 = х 2 — 2, 

0 3 = х 3 — 5л:, 0 4 = х 4 — 9л: 2 + 8, 0 5 = х 5 — 14л: 3 ЗЗлг. 

Функция второго рода может быть выражена в следующем 
виде, аналогичном указанному ранее для Н п : 

х‘ Г _х^_ 1 

(х) = (—1)" е 2 [е 2 Л 0 (■*)] • 


Соотношения ортогональности. Многочлены Н п (х) образу- 
ют полную ортогональную систему (см. главы 111 и IV) на оси 

( — со, 4- оо) относительно веса р(х) = е 2 : 



2 Н т (х) II п (х) ах = I 


/2ип!, 


тфп, 
т = п. 


Для всех функций /(*), таких, что 

■У 3 

х п е 2 /(л:)ёМ — со, +00), п = 0, 1, 2 

коэффициенты Фурье имеют вид 

+ °° „а 


п = [ е 2 И п (X) /(х) ах. 

у 2ті п\ а 


У 2 

Необходимое и достаточное условие для того, чтобы разложение 


^ -^п^п (х) 

л=0 
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— 


— 


сходилось к /(х) в заданной точке, состоит в том, чтобы 

+со а 




- Л 

: пк\ а 


Т /(-х) — /(У) 
х — у 


[Н к+Х (х) Н к (у) - Я* (а) Я* +1 (у)] йу 


стремилось к нулю, когда + 

Вместо многочленов Н п (х) часто используют функции й п (х) 
(функции параболического цилиндра', см. главу II): 


1 _і _ 

4 /„ іч 2 . 4 


/>„(*) = (2*) 4 (п!) 4 Я„ (х). 

Эти функции образуют полную ортогональную нормированную 
систему на оси 

+ °° 

/ I 0, тпфп, 

— СО 

Они удовлетворяют дифференциальному уравнению Вебера 


Если 


е 4 / (а) 5 7. 2 (— оо, + со), 

то коэффициенты Фурье функции / (х) определяются формулами 

+со л 3 

в п = ^ <? 4 (■*) / (х) ах. 


Они удовлетворяют неравенству 

Г +°° X 3 


\В п \< 


Разложение 


^ <? 2 [/(^)] 2 ^х 


2 (х) 

я* О 


сходится в среднем к е 4 / (х), т. е. 

4-00 г х ч п 


Пт 

п -> + оо 


/ * Ѵм-^8А(4 йх = о. 


А = 0 


5 * 
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IX. МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА 


Функция ( х ) является собственной функцией интегрального 

уравнения первого рода 

СО 

«Р (■*) = * ^ К(х, уЖ у) сіу 

— СО 

с симметричным ядром 


К(х,у) 


1 


1 


V 2 п У\— и 


ехр 


Г 1 + Х* + у* 

I і-г 2 4 


о < 5 < 1 



соответствующей собственному значению \ = Ч~ п . 

Если для функции /(х) найдется такая функция § (х) ^ ІА 
( — оо, 4~°°)' что 


то разложение 


е 


х- +“ 

Т /М = / к (X, у) 2 (у) ау, 

— оо 

+ О0 

/(х) = е 4 

— СО 


абсолютно и равномерно сходится на любом конечном отрезке. 

Можно рассматривать также сходимость рядов по многочленам 
Эрмита, коэффициенты А п которых даны а ргіогі (без предположе- 
ния, что эти коэффициенты А п являются коэффициентами Фурье). 


Если положить ѵ = “2 или ѵ : 



в зависимости от того, 


четно или нечетно п, то 


Отсюда вытекает,' что если радиус сходимости степенного ряда 


ОО 



О 

больше, чем 1, то разложение 

ОО 

2 А п Н п ( х ) 

п = О 

абсолютно сходится для всех х, причем эта сходимость равномерна 
на любом конечном отрезке. 
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Примеры разложений. Если р — целое положительное число 
или нуль, то 




хР __ у 


С 1 


р\ 2 к к\ (р — 2к)\ 


Нр - 2 к (-*-) • 


Отсюда вытекает, что между коэффициентами а п степенного ряда 

/(■*) = 2 апХ - п 
л= О 

и коэффициентами А п ряда многочленов 

/ ( х ) = ^ Ап^п (х) 

п = 0 

имеют место соотношения Нильса Нильсона: 

* _ 1 V 1 {п + 2к)\ _ 

Лп - п1 ^2* к\ п+П ' 
к = О 


1 V (-1)* (л + 2А)! , 

—і 2 к л+2 *" 


к= О 


к! 


Вот, для примера, разложение функции Куммера: 

іЛ ( а : V х ) = 


2( Т , 


(а, п) 


п = 0 


(7. «И!.")' 


( а + П а4-/г + 1 . 7 + П .7 + п + 1. 1 


2 ’ 


; у) и п (х). 


Для любой функции, определяемой экспоненциальной суммой 

/(■*) = 2 С / )Х ' 

/=і 

можно непосредственно получить, используя производящую функ- 
цию, разложение 

/(X) = 2 КН п (х), 

п = 0 



2 


7=1 


а 


2 

/ 




2 


где 
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Например, 


ІХ. МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА 


сЬ іх = е 


іх — е 


сое Іх = е 


5Іп Іх = е 


р СО 


Д (2л)! 

п=0 

р СО 

ТѴ І 2п+1 


Ніп (-г). 


(2л + 1)! Нгп+ ' 

Э 

^ ' (2л)! Н * п (*)’ 

_1)Л ^2/1+1 

(2л + 1)! Ніп + 1 


п=0 

р СО 

ту (— 1) Л * 2Л 

п= о 

н СО 

• т ^ (— 1)Д (М + 1 


п-0 


Уравнение теплопроводности. Многочлены Эрмита встре- 
чаются в теории распространения тепла в бесконечном стержне; 
уравнение Фурье 

и/ — “хх = 0 

допускает экспоненциальное решение вида 
и ( х , і) = е *х+о.Ч' 

Разложим это решение по степеням а: 


е ох+а?1 


ѴЗ а л „ 

2^ Ял (х ’ 9- 


Тогда многочлены 

Р п (х, () = х п + п Л п ~ Х ) х"-Ч+ М _ л-1) (л-2) (л-3) хП _ чг + 


являются решениями уравнения теплопроводности, приводящимися 
к х п при і = 0. Они выражаются следующим образом через много- 
члены Эрмита: 


Р п (х, і) = (і У 2і) п Н п 



Интегральное представление многочленов Н п позволяет выра- 
зить Р п (х, і) в виде интеграла Пуассона — Фурье 


1 +СО 

Рп(х,1) = (Ш) 2 

— ОО 


(х-уУ 
« у п а у . 


Сеге Д. [9]. 


БИБЛИОГРАФИЯ 



X. МНОГОЧЛЕНЫ ЛАГЕРРА 

Многочлены Лагерра 1$ ( х ) (а > — 1) определяются с помощью 
соотношений ортогональности 




при тфп, 
*) при т = п. 


Коэффициент при х п имеет такой же знак, как и ( — 1)", и мы 
пишем: 

( х ) вместо I (х). 


Имеем: 


Далее, 


^ 1*п ( х ) !~т ( х ) е ' Ах — Ъ тп - 


4“’ (*)= ^ С 'п~Л 


7 г п- к ( -*■ ) ' 


к\ 


к = О 

е х х~ а а п 


І п (■*) = 1 ~ ■ С п х + С п ~2\ ~ С п "зГ + • • • ’ 
Ц(х)=\, І. 1 (х)= 1 — х, і 2 (х) = 1—2хф 
із (х) = 1 — Зх + ~ х 2 — ~ , 

Д 4 (х) = 1 — 4х + Зх 2 — у * 3 + ^ , 


2 ’ 


*) В книге И. С. Г р а д ш т е й н а и И. М. Рыжика, Таблицы интегралов, 
сумм, рядов и произведений, изд. 4 принята нормировка Г(л+1) г (л а 4- 1). 
{Прим, перев.) 


I 


ій 


X. МНОГОЧЛЕНЫ лагерРА 


ьУ(х)=\, 1$ (0) = С а а+Л , 

4 _л) (*)=(- 1 )"-^. 

А<“) (а) = 1 а - — х. 

Представление через гипергеометрическую 
функцию: 

и = (а + 1)...(а + га) ^ ( _„ ;а+1; ^ 

Производящая функция: 

л:/ ^ 

1 -/ 


3 — Т= 2 ^ ) (а)^, Ш< 1 . 


( 1 - 0 ‘ 


/1 = 0 


Дифференциальные уравнения: 

*у" + (а + 1 — х) у' + гау = 0, у = Д ( „ а) (а); 


*"+(* + !> г' + (« + | + 1-^)г = 0, г = е~ х х 1 ^\х)- 


и" + \ 


( 2га + а + 1 , 

1— а 2 

4 

V 2а 

4а 2 

*) 


^ и = 0, и = 


-“'а 2 , 

X а + 1 

“2 2 
2 X 


4 “ >(-*); 


і;" + I 4га + 2я + 2 — л:* - 


01 - 

' ѵ = 0, ѵ = е 2 а 2 (д-). 


Рекуррентные формулы: 

га 4“> (а) = (- а + 2га + а - 1) іМ, И - (га + а - 1) ^_> 2 (а), 
га = 2 , 3 , 4 , 

(га + а + 1) 4“) (А) - (« + 1) 4|, (а) = а 2 4“' (*) = *4 в+1) (а); 


ѵ = 0 


2 4 а) (*) = 4 +1) (*); 4 Я) (*) = 4 а+1) (*> - 4 а -і 1) (х). 


ѵ = 0 




4 “ ! (А) = - 4“ + , >(ас) = А - 1 {га4“> (А) - (га + а) 4‘> (А)}- 
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Связь с функциями Бесселя: 


4 а) <*) 


л=0 

и при а = О 


Г(я + а + 1) 


і п = е‘ (хі) 2 У К (2 Ѵ*х\ а> — 1, 


СО 

^ЬІр.(п = е (^( 2 уГ Бс)і 


л =0 


И = 'Г е-Н П+ Ч а {2Ѵіх} аі, 

6 

п = 0, 1, 2, . . а > — 1 
(а < — 1, если П + а > — 1). 

Связь с многочленами Эрмита: 

Н іп (*) = ( — 2) л п ! (д) или Н* п (х) = (-1)" 2 2л л! ь{~^ (х’), 

Нщ + Лх) = (- 2 ) Пп ' х №($) 

ИЛИ 

Я* я+1 (х) = (-1 ) л 2 2л+1 лі О*’ (х*). 

Формулы суммирования; 

і +2 <■*>]* “»*; 


л = 1 


(1 -)- О"' е~ хі = 2 _л) (-*) і п (Ш<1); 


л=0 


/ і„(лг) ах = ь п (і)-і. п+1 ѵу, 


со Г / 


2 {X) Ах 


п=0 1-0 
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X. МНОГОЧЛЕНЫ ЛАГЕРРА 


/,(«) ( Х ) = У Г(а — Р + й) (3) 
и п К А! Г (а — Р) "—А 

А= О 


Г( а + л + 1) ^ (2п-2к)\(2к) \ ^ (2х) 


(4-мг-^Р^ 2 


А=0 


Г(а + А + 1)(я — А)! > 


іГ и С’оо - -^- + 0 * 4 - + *” <лг+у) «"» 

к=0 


Л Г(« + Н1) А1 ’ 

А = О 

(л + У) = ^ (*). 


А=0 

Многочлены Сонина: 


Иногда через Ь п (л:) и (х) обозначают многочлены 


=еХ -^п^ хПе ~ Х ^ 


Тогда 


.(А) а к • 

ХІ со * 

М*) 


А. — 

т ^ т ' м -2 


ЛІ 


* л . 


л =0 


^ е Х ^п (•*) (■*■) ^ х — ( л I) ®яія* 


Между !*(*) и Ь п (л:) имеют место следующие соотношения: 
і* (л) = л! Ь п (*), 


ХІ 

1-< 


(1_<)А+1 


00 00 ,*(А), . 


л=0 я=0 

В теории атома водорода встречается следующая функция 

Уп,к= е 2 -* 2 ія'Ѵ)- 


Лагерра: 
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Она является решением дифференциального уравнения 


ху" + 2у' + (п 


к — 1 

X 

к? — 1\ 

2 

4 

Ах ) 


)у=о. 


Теория атома водорода приводит, в частности, к интегралам 
вида 

!*п, т(Р) = / е- х х к ~^Т (х) С (х) х” йх, 

О 

для которых 

ік /і\ (я О 3 , ук /о\ _ *) 3 /о~ і. г і \. 

"• п О) - („ _ А)1 » І п, п ( 2 ) - (л _ *)] ( 2п к + ! )' 

,* ( и !) 3 


] П, П (3) = {п _ к)[ - (6« 2 - 6 пк + Ѵ + &П-Ък + 2). 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Сеге Д. [9]. 

Р і п п е у с. [30]. 
К а I п ѵ 1 11 е [31]. 




XI. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Коэффициенты или функции Бесселя целого индекса рассматри- 
вались Л. Эйлером (1764) и систематически изучались Бесселем 
в 1824 г.; они определяются с помощью производящей функции 

— ( /_ІЛ °° 

л* — оо 

Теперь часто рассматривают более общий случай, называя 
цилиндрическими функциями или функциями Бесселя некоторые 
частные решения дифференциального уравнения Бесселя 


д 1 у 
Лх 2 


\_ 

х 



У = о, 


где X — вещественное или комплексное число. 

Мы будем обозначать общее решение этого уравнения — линей- 
ную комбинацию двух частных решений, символом 2\ ( х ). 

1. Цилиндрические функции первого рода или функции 
Бесселя / х (л:). Они определяются следующим образом: 
а) Для всех значений X — разложением 


л <*)=2 

к = О 


(- 1 )* 

Е(* + 1)Г(Х + * + 1) 


1 *_У' +2А . 


У х ( х) является аналитической функцией комплексного перемен- 
ного х при всех значениях х (за исключением быть может точки 
х = 0) и аналитической функцией от X для всех значений X. 

Функции /) (х) сводятся к вырожденной гипергеометрической 
функции (см. главу II): 


•'‘М-тЫтУ •М** -4)- 

б) При Не (Х)>-0 как частный случай 2Г> (х), удовлетворяющий 
краевым условиям: 2^(0) конечно и 2\{х) стремится к нулю, 
когда I х | ->• + оо. 
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б) При Ке (X) > — " 2 — с помощью интегралов Пуассона: 


ЛМ = 


*(тУ г 

г ( 1 +т) г Ш? 
(тУ г 

Г (‘ + т) Г Ы 


С 08 (Л С 08 Ѳ) 5 ІП 2 * Ѳ М : 


е іхсо **&іп 2Х 0У0. 


г) При X = /г целом У„ (дт) является коэффициентом при І п 
в разложении 


= 2 у »с-*) л 


В частности, 


Отсюда вытекает, что 


* г * 8іпѲ = / 0 (л:) + 2 2 [Л п (*) со8 2пѲ + ^п+Лх) зіп (2/і + 1) 0], 

Л = 1 

а потому 

к 

/ Л (*)= 4 / С 08 (П 0 — X ЗІП 0 ) УѲ. 

6 

В частности, 

я 

"2 

= 4 / С 08 (д: ЗІП Ѳ) С 08 2пѲ У0, 

6 

ТС 

т 

Лл+і (х) — ^ 1 “ зіп (д: зіп 0 ) зіп ( 2 /г + 1 ) О У 0 . 
о 


2. Цилиндрические функции второго рода Эти функ- 

ции определяются для любого X формулой 


У, (д) соз Хл — /_) (д) 
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Если \ = п — целое число, то это выражение должно быть заме- 
нено его пределом. При этом получают выражение 

N. м - ш. і 4 М - (-!)• ^ <*>] . 


г=п -1 


/ 

п со 

_ л* \« _1_ ѵ і і_ V 

\ 2 ) п\ 2л к л 


1 у (л — г + 1)1 ( х 


(т) 


— л+2г 


СІ 

і -IV _(-!)' (іу х 


Ч П+Г 


г\{п+г)\ 




Г 2 


г=0 


В частности. 


К{Х) = ± 

ТС 


/. (*) (іп | + т) + 2 2 Цр- / Іг (ж) 

Г=1 

лм (,. $ + т) - 2 ^ (ІГ (т + г + • • • + 1) 


3. Цилиндрические функции третьего рода или функции 
Ганкеля. Эти функции определяются с помощью функций />(*) 
и И х (х) формулами 

Яі» (х) - Л (х) + Ш к (х) => — М-7.хМ], 

М 2) (*) = Л <*) - (х) = -=^- [«“V* (ж) - /_ Л (ж)]. 


_ 
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4. Отрицательные значения параметра. Мы имеем: 

У_ х (х) = / х (х) СОЗ Хя — Я х (х) 5ІП Хя, 

Я_ Х ( X ) = / Х (х) 5ІП Хя 4- N 1 (х) СОЗ Хя, 

(х) = (л:), Я (2) х (х) = е~ ІЫ НУ (х). 

В частности, если п целое, то 

/-„(*) = (-1) л Л (*). Л^_„ (х) = (-1)" Я„ (х). 

5. Периодичность. Предположим, что аг§х имеет главное 
значение — л < аг^ х < + л и что 

аг^ (дсе ІАя ) = йя + ага х. 

Тогда 

/ х (хе 1кж ) — е іш ^ (х), 

Я х (хе 1 *) = е- 1кІЖ М х (х) + 2 і Д (*), 

Я_ х = е- Шя ЛГ_ х (х) + 2 1 /_ х (х), 

Я< !) (**“*) = «” Ш "Я? ) (х) - 2е- д * Л (х), 

Я< 2) (хе'* 11 ) = е- 1ки НР (х) + 2е Дя . 5 ‘”^ У х (х). 

В частности, 

/п (хе и ) = (—1)” / л (х), 

(хе' 611 ) = (-1)* л [Я„ (х) + 2М п (х)], 

Я»» ( хе 1кж ) = (-1)* л [Я<« (х) - 2ХУ„ (х)], 

НУ (хе ікж ) = (-1)* л [Я® (х) + 2 к] п (х)]. 

6. Вронскиан. Обозначим через 

Ѵ(/, е) = /'е-/2' 

определитель Вронского. Тогда 
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Тогда 


7. Представления с помощью контурных интегралов. Пусть 

|аг8*|<|-. 

оо +Ы 

ЛМ = -^- / <и. 


оо—іп 
оо+ Ы 


(х) = ^ е ХІ ' аі - и сіі, 


оо—і:1 


Н® (л) = - -і- [ е х ^ 1 ~ и Ц, 


(А> 1 

(А) 

(С 3 ) 


где контуры интегрирования изображены на рис. 3. 


ГГ! 

оо+/тТ 

ГГІ __ воѵ-я/ 







-л. 

V 

<7 

. (С.) ■ 


7 ■ 








'О 

— 

!С 3 ) 

~пі 


Рис. 3. 


8. Рекуррентные соотношения. Исходя из 
^ [л>2>. (ж)] = л х 2 х _ , (X); ~ [X- Х 2 Х (л)] = - л~ х 2 х+ , (X), 


ВЫВОДИМ, что 

^х -1 (*) + А +1 (х) = 2 Х (л); 2 Х _, (X) - 2 Х+1 (л) = 2 

Следовательно, при X = я все 2„ могут быть выражены через 
2 0 и 2] = 2д. 

9. Формула Ломмеля. Пусть 2 Х (ал) и 2 ^ (^л) являются двумя 
решениями уравнения Бесселя. Тогда 

/ [(« 2 — Р г ) * — ] А (“-*) 2,, (?л) йл = 

= * [РА («) 2 ; (м - ^ (^) 2' («)]. 

/ * (А (ад:)] 2 ^ = — [(А (ал) ) 2 - 2 Х _, (ал) 2 Х+1 (ал)]. 
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В частности, если а г и а 3 являются двумя различными реше- 
ниями уравнения 

Л(*) = о, 

ТО 

п Г о , гфз 

/ Л ( <* г х ) (а,х) йх =\ 1 г , 12 

о [гЧАЫ]. г = 5 - 

10. Полуцелые значения параметра. При Х = л + -^- имеем: 

( *> = Ѵ~ ѣ [ А » 8ІП (* - " т) + 008 (*“"?)]• 

( *> = V Ѣ [ л * со8 (* - + в і) - в " 8іп (* +"?)]• 


где 


т<- 


л = У (-1Г. (” + 2г)1 2г 

Л/1 ^ (2г)! (п — 2г)! ^ } ' 


г=0 


Г< 


/ 1-1 


В, 


V (~1) г (/І + 2Г+1)! д 2Г-1 

! “ ^ /О. _Л_ 1\І („ 1\І \ СЛг ) 


г=0 


(2г + 1)! (л — 2г+1)! 


В частности, 


А (■*) = іЛ 
2 


2 

8Ш X, 

ПХ 


С08 X. 


11. Асимптотические выражения Ганкеля. Если положить, 
(г целое положительное) 


[X, г] . 




2 2 Ѵ! 


(4\» — I 2 ) (4У — 3») . . . [4Х 1 — (2г — 1)*1, 
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то при х 1 и л А. имеем: 

. , / Хтс к \ 

тг Ч*-т -і) 


м 2 ) м=у г 

ли 


ТС* 


, / ліе іс \ 

1 е -‘( х -т-<) 

ТС* 


— Г ! р~ х 


I г*=0 
р-1 


2 йг+° <*"> 


1-г=0 




Ь \ Г=0 


- ( 2 (-«' + 0 ^-»-')) *■(*-*$_ }) 


(2л:) 


Эта формула применима при больших значениях \х\ при условии 
что | аг§! х | < я. 

12. Асимптотические формулы Никольсона: 


п ( х ) 

при л > я; 


/ 2 (х я) \ 

■> 2 2 " 
2 2 (х — п) 2 

” 3 

'2 з- 

2 2 (х—п) 2 

1 * и 

1 3/2 ] 

1 3/л: . 


г § .,\ 1 і /~ ^ "^) „ а г^(1) 

;лМ 2 V з2 * Н 1 

при х <п\ 


3 и 

2 1 

2 2 (л: — я) 2 

- 3/2 


2 2 

2 2 (я — л:) 2 

3/2 


з 

2 2 (л: 


(х-п)Ц 

3/2 і 


при X > я. 

13. Теоремы сложения и умножения: 


2 0 (/ Я 2 + г 2 — 2 Яг соз у) = 2 0 (А?) У 0 (г) + 2 2 [ 2„ (А?) У л (г) соз пер, 
откуда, в частности, следует, что 


л=1 


Л (У «* + ** — 2Я/-С03?) = У 0 (/?) У 0 (г) + 2 2 Л (Я) Л» М соз п ъ 

, 1 я=і 

При | лс| < |/| имеем: 

+ оо ■ I ' ' +оо 

2 Л*+і)= 2 А-г (о л и. 2 >лх-()= 2 г х+г (о л и. 
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е ш ео. I а = у Ъ 2 (п + 4) і п \ +1 (Ы) Р п (соз в), 

л (- кг) = (-і) г (Х2 ~ 1} -- (-у у л+, (г). 

г=0 

14. Корни ЛС*)- Уравнение Л(-*) = °. где X. > — 1, имеет бес- 
конечно много вещественных корней. Все эти корни простые и 
перемежаются с корнями функции / х+1 ; через а Хі п обозначим п- й 
корень уравнения У х ( х ) = 0, ^читая, что эти корни упорядочены 
в порядке возрастания их величин. Тогда при X > — 1 имеем: 

, °<“». 1 <“Х+І.і <“х.2< “л+1,3 < ... 

Уравнение 

(х) + Вх (х) = О 


имеет бесконечно много простых вещественных корней, причем 
корни этого уравнения перемежаются с корнями уравнения 

СУ Х (х) + Ох /' (х) = О, 


если постоянные А, В, С, О таковы, что Ай — ВСФ 0. 

Если о», — наименьший положительный корень уравнения 
Л (■*) = 0, то ^ 

/Х(Х + 2)<а х <і/~ і(Х + 1)<Х + 5). 

Теорема Шафхейтлина. При X > -і- корни уравнения 
(х) С08 а — (х) 8ІП а = 0 (0 < а < л), 


, (2Х + 1)(2Х + 3) 

которые больше, чем — — — — , расположены на отрезках 

К — ( Я ^"2^"^т) я — “]• п = 0, 1, 2, ... 

Асимптотические выражения к о р н е й: Для боль- 
ших корней уравнения 

( х ) С08 а — N 1 (х) 5ІП а = 0 
имеет место асимптотическое разложение 

4Х* — 1 


^я = (п + 4“т) , ' — 


8 [( п +Т + 7) ,с_а ] 

(4Х 2 — 1) (28Х 2 — 31) 




1\ 


-)3 
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15. Интеграл Сонина. При X > — 1, ц > — 1 имеем: 

1С 

т 

х ѵ-+\ /* 

А+рі+і (•*) = 2 ^, , ] Л (х 8Іп Ѳ) $іп х+1 Ѳ со$ 2|1+1 ѳ ао. 


2^Г (ц + 1) и 

16. Модифицированные функции (функции мнимого аргу- 
мента). Это функции 


- х т 

1\{х) = е Л \хе 2 )’=е 

V 1 I х ^ + " ^ * 

2а г! Г (А + г + 1) \ 2 ] ’ *<агдх< 2> 


Л Ох) = 

, Х+2г 


г = О 


ах4і / -‘-іг) 
Л. (х) = е Л Л 


2 < агд х < я 


К х (х) = ^-е а *Н^(і Х ), 

являющиеся решениями модифицированного уравнения Бесселя 
х 2 у" + ху' — (х 2 + X 2 ) у = 0. 

17. Функции Кельвина. Это функции Ьегх (х), Ъеіх(х), Ьег^ (х), 
Ііеіх ( х ), кег х (х), кеіх (х), определяемые формулами 

( 

Ьег х (х)± іЬеі ) (х) = /х\^ Л 

/ з кі \ 

Ьег х (х) ± г Ьеіх (х) = Я[ 4) \хе ± 4 ], 




кег х (х) ± * кеі х (х) = К\ 

При X = 0 имеем: 

кег (х) = — ^ Ьеі (х), кеі (х) = ~ Ьег (х), 
где кег (х) = кег„ (х) и т. п. Далее, 


Ьег (х) 


= 1 _Ш + М_ Ь е„-М_М 6 + 

(2 !) 2 ~ (4 !)2 . ...исіл /1|ч2 1~... 


(1 !) а (З!) 2 


18. Уравнения, которые сводятся к уравнениям Бесселя. 

Функция 

у (х) = х“2х (Р-* 1 ) 
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является решением уравнения 

У" У' + (№ 2г_2 + - а ~ іР - 

Функция 

у (х) = Ѵх2 , (УЬ) 


является решением уравнения 


»" + [«- 1} ]у =0. 


Общее решение уравнения 


имеет вид 


У" — У' — а 2 у = ° 


р+- к 

у (х) = х 1 2 ! ( аіх ). 
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XII. ФУНКЦИИ МАТЬЕ 


Функциями Матье называются решения уравнения 

У в + (Р — 2?соз2*)у = 0, (М) 

имеющие период 2л. 

Они существуют лишь в случае, когда р и у удовлетворяют 
одному из следующих четырех трансцендентных уравнений *): 


( 1 ) 


2 14-р 


I 4г 2 — р 


(3) -<7 + 1 

(4) 4 — р- 


\(2г + \у~р 

п 2 I 


Г 


I 9 —р 


I 16 —р 


| (2г+\у-р 

, 9 2 -. 1 

I (2г+2у-р 


= 0, Р = а 2п (д), 

• — Р> Р = а 2п + \ІЯ)> 
— Р< Р = і>гп+\(ч)% 
■ — 6, р = Ь 2п+2 (д). 


Уравнение (1) имеет бесконечно много корней. Пусть р = а 2п (а) 
является таким корнем, что а 2п (0) = 4л 2 . Тогда уравнение (М) 
имеет четное решение с периодом л: 

СО 

се 2 п (*> Я) = 2 ^2г Л) (?) С08 
г=0 

Точно так же, если а 2п+і (^) является таким решением уравне- 
ния (2), что а 2п+І (0) = (2л + I) 2 , мы получаем четное решение 
уравнения (М), имеющее период 2л: 

ѵ . ; , . с» ■ ■■ и .■ . . 

Се 2я+1 (*. д) = 2 А ?т П + 1 ) (Я) со8 (2 г + 1) х; 
г-0 

• А' 

коэффициенты Л!? г п> (д), АЦма^Хя) таковы, что 

Ііш (?) = 

?->о 


Ъ \ Ь I * ' ' / г- 

*> Обозначение б 0 + ;- ! ^+т 2 ^+ ••• означает непрерывную дробь. 

1 «а 1 ад 
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8? 


причем 


Нш се„ ( х , д) = со$ пх ( п Ф 0). 

Ч-+0 

Коэффициенты ЛД определяются условиями 

4 П) 


Л { г % 


— Ч 

л(п) ’ 

.2 _ і . Л г + 2 

г ~ р+ч ~^аг 


2 К Л Т + 2 И 2 / 1 »] 2 = 1 и 2 [4ДѴТ = 1. 

1 г= О 

Обозначим через Ь 2П + і(ч) корни уравнения (3). Они приводя, 
к нечетным периодическим решениям уравнения (М) 

зе 2 п+ 1 (•*> Я) = 2 В 2г П +і 1) 8ІП ( 2г + *) * (период 2тс), 

г= 1 

в то время как корни Ь Іп (д) уравнения (4) приводят к решениям 

СО 

® е 2 л (-*■> Ч) — 2 В 2 г П) 8ІП ^ гх (период ъ) 

Г* 1 

уравнения (М). 

Коэффициенты ВД определяются формулами 

Ып) _ оо оо 

и 2[«.Ѵ , ] , -2№ + ѴТ= 1 - 


вД 2 В< п > я»0~ - л=0 

г2 - р+9 і^ 

Соотношения между функциями се„ (х, ч) и $е л (х, ч): 
се„ (къ + х) = се„ (къ — х); 

8е„ (къ + х) = — зе„ (къ — х); 

8е іл+і (*. —Ч) = (—О' 1 се 2л+ 1 {^~ Х ’Ч)> 

® е 2л+2 ( Х , ~ ч) = ( 1)” ®®2Я + 1 {^2 ~~ Х> Ч^' 
Ортогональность: 

2іс 

/ 8е л (■*) се л (■*) Лх = 0; 
о 

2тс 2те 

/ « е * (■*) 8е я (х) ** = / сед, (х) се л (х) «?х - »-». 
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Модифицированные функции Матье. Заменяя х на іх, мы 
преобразуем уравнение (М) к виду 

у" + (р — 2дсЬ2х)у = 0. (М') 

Решения этого уравнения, имеющие период 2 пі (модифицирован- 
ные функции Матье), обозначаются через 

сеЬ„ (х, д) = се„ {іх, д); 8еЬ л (л:, д) = — 1 ве п {іх, д). 

Разложения по функциям Бесселя. Если д > 0 {д = А 2 ), то 


Се 2л С*) 



^ (— 1) г Л { 2 г п ^ 2г (2 к С08 х) = 
г*=0 


ее *"У- 2 (-1) Г < п) / 2 г (2* *>; 


л (2 л) 

о Г= 0 


— се 2л+1 (4 . ?) “ 

се 2л+ і(.«) = ’ к д( 2 п+ 1 ) 2 ^ ^ 2 г +1 '^ 2 г +1 (2* С 08 х) = 

1 г=0 

со 

= СІ 2 * 2 (-1) г (2 Г+ 1) Л< 2 ДѴ>/ 2г+ ! (2* зіп *); 


г=0 


ее 2п+ , (л:) = 


ве. 


П+ іЫ’Я) ^ 

- Щн+І)— ^ Х 2и <~ 1)Г(2Г + 1 )^Й І> Аг+і'<2* С08 Лт) = 


г=0 


= 2 <- 1 ) Г ^Й 1) '»+. (2* Віп X); 

1 г= 0 


8е гл+2 (^) = 

8е 2л + 2 


а 2 в ( 2л + 2) 


6е 2л+2 (°- Я) 
к 2 В$ п + 2 > 


X ^ (— 1) Г (2г + 2) 4г+2 2 )/ 2г+2 ( 2* с08 *) 

г=0 

Сіе х'У (— 1 ) г (2 г + 2) В< 2 Д+ 2) / 2г+2 (2А зіп а); 

г=0 
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. я) ^ 


сей 


сеЬ 2л (дг) = X (— 1 ) г А 2 г П): 2 г ( 2 * с* 1 -9 = 

и т!]4^(2ЬЬ); 

Л 0 г=0 

С® 2/1+1 

! 2Л+1 (*) = . і(2л+1) Мті ( ^) Г '^2г+Ѵ , ^2г+ 1 (2А сЬ де) : 

1 Г = 0 

СО « 

Се ^2 ' я?Т І СІЬ *2] ( 2 г + 1 )^ 2 ДѴЧ +1 (2*8ііл); 


Г» О 


бе1і 2п+І (дс) = 

8е 2Л+1 ("о"» 9) 


5еЬ 2л+2 (дс) = 

8е 2л+2 ^2 ’^) 


оо 

ІЬ д: 2 (-1) г (2г + 1) В^ + +% г+1 (2Л сЬ *) 


г=0 


а 2 5 (2л+2) 


-- е ^ п+ і) 9) Ё в 2 2 ДѴ^ + ,(2^^); 

1 г=0 

«ь *|] (-1)'(2г+2) ВДУ 2г+2 (2А сЬ X) = 


= - ^^ Г- СІЬ А 2 (2г + 2) 5< 2 Д+% +2 (2* вЬ .V). 

2 г=0 

Интегральные уравнения. Обыкновенные функции Матье 
удовлетворяют однородному интегральному уравнению с симмет- 
ричным ядром вида 

се л ( х ) \ ..се, (в) 

8 е„(*) }- Х " і К(Х ’ О) 8 е л (0) 

— ТС 

Обычно ядра К берутся в виде (если ^ > О, ^ = к 1 ): 
для се 2л (д:) : сое (к сое Ѳ сое х ) и сЬ ( к 8Іп Ѳ 8Іп х), 

» Се 2л+ 1 (-*) : 5ІП ( к С08 0 С08 х) И С08 0 С08 х ей (к 8ІП Ѳ 8ІП х), 

* ® е 2Л+ 1 (■*) 8Ь ( к ЗІП Ѳ 8ІП х) И 8ІП Ѳ 8ІП X С08 ( к С08 0 С08 х), 

» 8е 2л (дг):С08ѲС08ДС8Іі(Й8ІпѲ $ІПХ) И 8ІП 08ІП.Ѵ8ІП (6 С08 О С08 л). 


м. 


7 Кампе де Ферье и др„ 
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Вторые решения (функции Матье второго рода). Если пара» 
метр р в уравнении (М) принимает собственные значения а п или Ь„, 
то второе решение этого уравнения не имеет периода: 
когда р = а п , второе решение, соответствующее се„ (х), имеет вид 

іп„ (х) = хс п (?) се„ (х) + т п {х), 

а при р = Ь п второе решение имеет вид 

]п„ {х) = хз п (?) зе л (х) + ш я (х), 

где функции и> п и <о п периодичны (и табулированы для некоторых 
значений д). 

Для вторых решений уравнения (М') пользуются разложениями 
в ряды по функциям Бесселя. 

Функции сеЬ„ (х) (решению с периодом 2 іп модифицирован- 
ного уравнения (М') ) сопоставляют два вторых решения, одно из 
них разлагают по функциям К„, а второе — по функциям /<„ 
(соответственно Реу„ (х) и Рек л (х)). Функции зе„ (х) соответ- 
ствуют Оеу я (*) и Оек л (х). 

Если р = а 2п , то 


Реу гп (*) = 


с е 2л 


(2 ’ 9 ) 

аГ 


2 (-І/^’і'гг ( 2 * скх) = 


г=0 


или 


Рек 2л (х) ■ 


С -^ѣ~^А^У 2г {2к^х) 

0 г=0 

се гл ?) 


т.А<$ п) 


■ ^ А 2 г П) ^ 2 г (— 2ік сЬ х ) = 


г» 0 


Се ^|; ) У) - 2 (~!) Г К* Ъг (- 2 ік зк х). 


г= 0 


Реу 2я (х) = / сеЬ 2я (л:) — 2 Рек 2я (х); 
если ж а р = а іп+1 , то 

^® 2 ла-і ("о" ’ ѵ-і 

Реу 2л+І (х) Л 2 ( ~Ѵ 4 3 ДѴ^2г + і (2А СИ х). 

і гвО 

00 

- X 2 (2г + 1) Л$Х% Г+1 (2* зк х) 
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или 


се 2 /і+і(у. ч) -Д 

Рек 5л+1 (х) “МВ У 2 (-2/А сП л), 

1 О 

= ^Ря+1 ? ' сШ * Ё (_1 > Г (2 ' + ! > 4 г'ѴѴ ) ^ 2 г + 1 (- 2/Л зЬ Л), 

1 г=0 

Ре Угя+і (х) = / (сеЬ 2л+1 (х) + 2 Рек 2л+1 (х) ); 
если р = Л 2л+І , то 
йеу 2л+1 (х) = 


8е 2Я+1 


(І-) 


кВ\ 2л+ і) 


оо 

№ (~ ! ) Г < 2г + 1) Я®Й Ч >Ѵ+1 (2Л СЬ л), 


/■=0 


ИЛИ 

Оек 2Л+1 (л:) = 

8е 2я+І 


I 1 г=0 


(?•«) 


теЛЯ< 2л+1) 


СЮ 

»ь ■* 2 (2/- + 1) Я^Д+Х+і (- 2/л СЬ х), 


г = 0 


= Ё «“У *2!йЧг + 1 ( 2/Л сЬ л), 

1 г=0 

0е Угя+і (х) = г (5еЬ 2л+ , (х) + 2 0ек 2лм (х) ). 

Наконец, если р = 6 2л+2 , то- ■ <л. •' • < ■■ ■ „.«ѵ ■* 

Оек 2л+2 (х)= ѵ «... 

г 2л+2 ^"2" • Ч} 


зе г 


я Л 2 В (2 я+ 2, 

8е 2я+ 2 (О» Ч) 
«Л 2 


№*2 (2г + 2 > ^ й + 2 3) 4+2 (- 2/Л сЬх), 


г=0 

со 


г Щ2л+3) с1 ^ х ^ (~() г (2г + 2) Я^. л Д 2) /С 2/ . +2 (— 2(А зк х), , 


7 * 
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или 
Оеу 2я+2 (х ) : 


8б2 ^М 4Ь ( “ ! > Г (2Г + 2 > <+ + 2 2)К 


2г+2 (2^ •*)* 


г=0 


/ оо 

8 е,„, 9 ( 0 , о) ѵі 

^д(2 Я +2) - - СІЬ * І (2/- + 2) б»Д+ 2, К 2г+2 (2Л 8Ь л:). 


т= о 


^®У 2 Я +2 (•*) — І 3®^2Я+2 (■*) 2 Оек 2п +2 (•*)• 

Для вторых решений уравнения таких разложений по бесселе- 
вым функциям не существует, потому что соответствующие ряды 
расходятся. 

Асимптотические значения. 

1) Если 0 > 0, то при больших значениях переменного х 
для функций $еЬ я (л:) и се(і„ (х) имеем (здесь положено ке* = ѵ ) : 


сеЬ 2п (х) ' 


се 2п (0) се 2л ( о ) -§■ (г іА Ѵ~2р» ■ I I и \ 




2/И- 


(•*) 


' ” Ѵ ~ ' 4/ ^ 
се 2«+1 (°) се 2 я+і (у) 


/" |а 3 4 2Л+1) 


е ‘ сое I ке х = 


-Ѵ2Рі, 


С08 




® е 2л+1 <°) 8е 2я+1 (|-) ^І 2Л+1) 

8 еЬ 2я+ : /.( - ... сеЬ 2я+1 (*) = 


2 л + 1 ' 


*еЬ 2л+2 (х) ' 


еос4 +1 (т)яР- +ч 

8 е 2 я +2 (°) 8 е 2 я +2 (т) 4 2Я+2> 

-Ч се 2я+2 (0) Се 2л+2 (у) В 2 2Л+2) 


5 2Я+і 


Ля+ 
сей 2я+2 (X) = 

_ $2Я + 2 


Ля +2 


Се ^ 2 Л + 1 (*)> 


се 1 і 2я+2 {X). 
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р еу 2л (х) р 1п у"2{кѵ) 2 сое (ѵ + , 

Реу 2л+1 (х) р 2п+і У 2 (лѵ) 2 зіп ^ + ^ , 

-.1 

Оеу 2л+1 (х) 5 2л+1 У 2 (лѵ) 2 8іп(і/ + ^, 

1_ 

Оеу 2я+2 (х) 5 2я+2 У 2 (лѵ) 2 соз (о + ^ • 

2) При больших значениях д (д > 0, х конечно) имеем: 

( в 2*Лпх со$ 2л!+1С Х +1 «\ ±е _2*8Іпх 5Іп 2т+1 / І + Л\ I ! 

I \2 4/ . ѵ.2 4у/с05 ,п + 1 ; 

| |^2А ьііх-(2т+Ѵ) агсіе (іН | 


се т 

(X) ~ 

С т 

‘ е т + 1 

(х) ~ 

5 т+ 1 

СеЙ 

пг 

(х>;~ 

С т 

•ей , 

пг + 

і^>~ 5 т + 

где 



1 

т ~2 

2 V ей х 


2л— 4 


Соп — 


( 1)" 2 се 2я (0) се 2я | 


" 2/2 + 1 


А$ п) У кл 

( 1)” +1 2 2 ” + 2 се 2я+1 (0) се; я+1 (^) 

кА^^УТл 


(— 1) Я 2 2 8е 2я+1 (0) зе 2я+1 

52л+1 кВ^Уы 


(_1)«+і 2 2П+2 зе' я+2 (0)зе; я+2 (|-) 

Ув^+ъуТл 
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XIII. СВЕДЕНИЯ О ТАБЛИЦАХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

В течение последних двадцати лет было создано много таблиц значений 
специальных функций, причем число их все время возрастает. Отметим особо 
собрания таблиц, выпущенные Британской ассоциацией для развития наук, Гар- 
вардским университетом, Национальным бюро стандартов Соединенных Штатов 
и Академией наук Советского Союза. 

Специальный журнал МаіііетаЦсаІ ІаЫез апй аісіз іо сотриіаііоп (МТА.С) 
возник в 1943 г. при Национальном исследовательском совете в Вашингтоне. Он 
сообщает о новых математических таблицах, замеченных ошибках в старых 
таблицах и публикует многочисленные статьи о методах и технике численного 
анализа. 

В Индексе математических таблиц Флетчера, Миллера, Розенхида (Лондон, 
|946) можно найти библиографические данные и точные указания о многих 
математических таблицах *). 

Мы укажем здесь некоторые таблицы, касающиеся наиболее важных из рас- 
смотренных выше функций. 

Абрамов А. А., Таблицы 1п Г (г) в комплексной области, Москва, 1953. 

Белоусов С. Л., Таблицы нормированных присоединенных полиномов 
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Берлянд О. С., Гаврилова Р. И., Прудников А. П., Таблицы 
интегральных функций ошибок и полиномов Эрмита, Минск, 1961. 

Деконосидзе Е. Н., Таблицы цилиндрических функций от двух пере- 
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Журина М. И. Кармазина Л. Н., Таблицы функций Лежандра 
Р і (х), т. I. Москва, 1960. 

~т +н 

Кармазина Л. Н., Таблицы полиномов Якоби, Москва, 1954. 

Кармазина Л. Н. и Чистова Э. А., Таблицы функций Бесселя от 
мнимого аргумента и интегралов от них, Москва, 1958. 

Карпов К. А. и Разумовский С. Н., Таблицы интегрального лога- 
рифма, Москва, 1Ш>6. 

Люстерник Л. А., Акушский И. Я.» Д и т к и н В. А., Таблицы 
бесселевых функций, Гостехиздат, 1949. 

Носова Л. Н.. Таблицы функций Томсона и их первых производных, 
Москва, 1960. 

Сегал Б. И., С е м е н д я е в К. А., Пятизначные математические таблицы, 
изд. 3, Физматгиз, 1952. 

Смирнов А. Д„ Таблицы функций Эйри и специальных вырожденных 
гипергеометрических функций для асимптотических решений дифференциальных 
уравнений второго порядка, Москва, 1955. 

Таблицы значений функций Бесселя от мнимого аргумента (отв. ред. Вино- 
градов И. М., Ч е т а е в Н. Г.), Москва, 1950. 

Таблицы интегрального синуса и косинуса (отв. ред. Д и т к и н В. А.), 
Москва, 1954. 

Таблицы интегральной показательной функции (отв. ред. Д и т к и н В. А.), 
Москва 1954 

Таблицы функций Бесселя дробного индекса (перевод с английского), т. I, II, 
Москва, 1959. 


*) См. также А. В. Лебедев и Р. М. Федорова, Справочник по 
математическим таблицам, Москва, 1956, и дополнение к нему Н. М. Буру- 
нова, Справочник по математическим таблицам, Москва, 1959 ( Прим . перев.). 
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іопсііоп бе беих ѵагІаЫез Іпбёрепбапіез, ОаиІМег-ѴШагз, ёбііеиг, Рагіз, 1933. 

Сотгіе Б. б.. Бецепбге роіупотіаіз, ВгІІІзЬ АззосІаІІоп Іог ІЬе абѵапсе- 
тепі о! зсіепсез, МаІЬетаІІсаІ ТаЫез, т. А, 1946. 

ТаЫез оі Аззосіаіеб Бецепбге РипсІІопз, Ыаііопаі Вигеаи оі Зіапбагбз Ц$А, 
МаНіешаІІсаІ ТаЫез Ргоіесі, № 18. 

К о Ь I п Б. еі 1е О а 1 1 Р., ТаЫез без ІопсІІопз бе Бе^епбге аззосіёез, Сепіге 
Ыаііопаі б’ёіибез без Іёіёсошшипісаііопз, ЕбШопз бе Іа Кеѵие б’ОрІЬше, Рагіз. 
1952. г 

б о п е з С. 1У. М 1 11 е г б. С. Р., С о п п б. Р. С, РапкЬигзІ К. С., 
ТаЫез о! СЬеЬузЬеѵ Роіупогаіаіз, Ргосееб. Коу. Зое. ЕбІпЪигеЬ, 1946, т. 62, 
стр. 187—203. 

Б а пег оз С., ТаЫез оі СЬеЬусЬеѵ Роіупотіаіз, ЫаІІопаІ Вигеаи оі Зіап- 
багбз ЦЗА, АррПеб Маііі. Зегѵісе, п. 9 , 1952. 

Боѵѵап А. N.. ТаЫез оі РипсІІопз апб оі гегоз оі ІипсІІопз. Ыаііопаі 
Вигеаи оі Зіапбагбз ЦЗА, АррПеб МаІЬетаІІсз Зегіез, М 37 (содержат таблицы 
нулей многочленов Лежандра Р п ( х ) порядка от 1 до 16 и нулей первых 15 много- 
членов Лагерра). 

Веззеі ІипсІІопз, т. 1, ІипсІІопз оі огбегз гего апб ипііу, т. 2; ІипсІІопз оі 
розіііѵе Іпіегег огбге 2 Іо 20. ВгІНзЬ Аззосіаііоп Іог ІЬе Абѵапсешепі оі Зсіепсез, 
МаІЬетаІІсаІ ТаЫез, тт. 6, 10. 

ТаЫез оі ІЬе Веззеі ІипсІІопз, Аппаіз оі ІЬе Сотриіаііоп БаЬогаІогу оі Наг- 
ѵагб Біпіѵегзііу, Нагѵагб Цпіѵегзііу Ргезз. 

Т. 3: У„ (х), У, (х), 0 < дг < 25, Дат =0,001; 25 < х < 100, Длг=0,01, 18 бёсігааіез; 

т. 4 . Уд, У®, т. 5: У„ б,, У§; 

т. 6: 7, 8, 9, 10, И, 12, 13, 14, бе У, Й У,„, 0 < ж < 100, Д*=0,01, 10 бёсігааіез. 

ТаЫез оі ЗрЬегІсаІ Веззеі РипсІІопз; МаІЬет. ТаЫез РгоіесІ, Ыаііопаі Вигеаи 
ОІ Зіапбагбз Ц5А, т. 1 еі 2, Ѵъіьх У ] (аг), л—0 (1) 30, 0 < X < 25. 

Л+ Т 

ТаЫез оі У, (а). У, (а), МаІЬеш. ТаЫез РгоіесІ, Ыаііопаі Вигеаи оі Зіапбагбз 
ЦЗА, У э (ре‘?), У, (ре'Ч), роиг р = 0 0,01) 10, <р=0° (5°) 90“, 10 бёсігааіез. 

В 1 а п с Ь О., ТаЫез геіаііп# іо МаіЫеи РипсІІопз (СЬагасіегІзіІс ѵаіиез, 
соеШсіепі ап<1 ]0ІпІП2 іасіогз) Иаиопаі Вигеаи оі БіапйаічІз, Сотриіаііоп ЬаЬога- 
іогу, 25. 
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